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Аннотация. В работе рассмотрена задача построения расписаний выполнения 
параллельных вычислительных задач на группах кластеров с одинаковым числом ࢝ 
одинаковых процессоров, производительность которых для разных кластеров 
различная. Проведён вероятностный анализ задачи. Получены нижние оценки. 
Показано, что если число процессоров, необходимых для решения любой задачи имеет 
равномерное распределение на отрезке ሾ࢝,࢕ሿ для любого алгоритма составления 
расписаний величина математического ожидания свободного объёма вычислений равна 
 ሻ. Получены верхние оценки. Был предложен онлайновый алгоритм построенияࡺ√࢝ሺࢹ
расписаний с распределением задач в ограниченные области Limited Hash Scheduling  
для задачи построения расписаний, работающий в режиме closed-end, с математическим 
ожиданием свободного объёма вычислений, равным ࡻ൫ࡺ√࢝	࢔࢒	ࡺ൯.  
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1. Введение 
Задача построения расписаний выполнения параллельных задач на группах 
кластеров с процессорами различной производительности (далее – задача 
построения расписаний), объединённых, например, сетями Grid[15] с 
одинаковым числом процессоров на кластерах ранее изучалась лишь в худшем 
случае. В случае однопроцессорных машин, в работе [1] был предложен 
алгоритм A, абсолютная точность RA которого была не более 8. В работе [2] 
оценка абсолютной точности была улучшена до 3	 ൅	√8 	ൎ 	5.828, а также был 
предложен рандомизированный алгоритм с абсолютной точностью R୅ 	൑
	4.311.  
Если представить каждую задачу в виде прямоугольника, ширине которого 
соответствует число процессоров, необходимых для решения задачи, а высоте 
прямоугольника без учёта сжатия- нормализованное время исполнения 
задачи(на кластере единичной производительности), то задача построения 
расписаний выполнения параллельных задач может рассматриваться, 
аналогично работе [10], как задача упаковки прямоугольников в несколько 
полубесконечных полос, в которой, попадая в полосу с номером ݆, 
прямоугольник сжимается по высоте в ݒ௝ раз, где ݒ௝-скорость ݆-ой полосы. 
Только, ввиду того, что задача не обязательно должна занимать 
последовательные процессоры на кластере, прямоугольник может быть разбит 
по ширине на несколько меньших прямоугольников прямыми, параллельными 
боковым сторонам полос.  
Таким образом, алгоритмы для задач упаковки в несколько полос могут 
оказаться эффективными для задачи построения расписаний. Так, например, 
любой алгоритм для задачи Multiple Strip Packing с полосами одинаковой 
ширины [6], [11] может использоваться для задачи построения расписаний для 
процессоров одинаковой производительности с одинаковым числом 
процессоров на кластере, а любой алгоритм для задачи упаковки 
прямоугольников в полосы различной ширины [12], [13], [14] может быть 
использован для задачи построения расписаний для процессоров одинаковой 
производительности с различными числами процессоров на кластерах. 
Обратное, однако, неверно. 
В [3] С.Н. Жуку удалось получить оценку R୅ 	൑ 	2e	 для задачи построения 
расписаний на группах кластеров с процессорами различной 
производительности с различным числом процессоров на кластерах, обобщив 
алгоритм из работы [4] для задачи упаковки прямоугольников в полосы разной 
ширины на случай задачи построения расписания на кластере.  
В настоящей работе был построен онлайновый алгоритм для задачи построения 
расписаний Limited Hash Scheduling для ܰ задач, с мат. ожиданием свободного 
объёма вычислений EሺVୱ୮ሻ 	ൌ 	Oሺw√ܰ lnܰሻ. При построении алгоритма 
использовались идеи разбиения на области из работы [5] и упаковки не 
поместившихся в области прямоугольников из работы [6], а также методы 
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анализа в среднем алгоритмов из работы [7]. Так как предложенный алгоритм 
упаковывает каждую задачу на последовательные процессоры, то, положив все 
ускорения равными, можно свести классическую задачу Strip Packing к задаче 
построения расписаний, улучшив лучшую из известных оценок для задачи Strip 
Packing при анализе в среднем [8], [6] до ܧ൫ܵ௦௣൯ ൌ Oሺ√ܰ lnܰሻ. 
Также было доказано, что при числе процессоров на каждом кластере, равном 
w и при числе процессоров, необходимых для решения каждой задачи, 
имеющем равномерное рапределение на ሾo,wሿ любой алгоритм составления 
расписаний имеет математическое ожидание свободного объёма вычислений 
EሺVୱ୮ሻ 	ൌ 	Ωሺw	√ܰሻ , где N- число задач, Vୱ୮ - свободный объём вычислений. 

2. Постановка задачи 
Имеется группа из k вычислительных кластеров с одинаковым числом 
процессоров w у каждого кластера и различной производительностью 
процессоров. Будем называть v୧ ускорением кластера с номером i. Так, 
выполнение любой задачи T୨	на кластере с номером ݅ занимает в v୧ раз меньше 
времени, чем нормализованное время выполнения этой задачи на кластере 
единичной производительности h୧. Требуется составить расписание 
выполнения задач без прерываний на k вычислительных кластерах, 
минимизирующее время L завершения выполнения последней задачи.  
Будем рассматривать онлайновые алгоритмы, получающие задачи одну за 
другой и при распределении каждой задачи не знающие ни времени 
исполнения, ни числа процессоров следующих задач. Рассматриваем 
алгоритмы, работающие в режиме closed-end, т.е. знающие число задач N, для 
которых нужно составить расписание до получения первой задачи. Будем 
проводить вероятностный анализ в среднем случае в предположении, что числа 
процессоров, необходимых для решения каждой из задач w୧, 	i ∈ ሼ1,2, … , Nሽ- 
независимые в совокупности случайные величины, имеющие равномерное 
распределение на ሾo,wሿ, где w- число процессоров на каждом кластере. 
Предположим также, что нормализированное время выполнения каждой задачи 
на кластере единичной производительности ݄୧, 	i ∈ ሼ1,2, … , Nሽ- - также 
независимая случайная величина, имеющая равномерное на 
ሾ0,1ሿ	распределение.  
Обозначим за L время завершения выполнения последней задачи, также L 
будем называть временем работы алгоритма (на данном наборе задач).  
Для задачи ݅ с числом процессоров w୧ и нормализованным временем	h୧, будем 
называть величину w୧h୧ объёмом вычислений.  
За ୧ܸ обозначим суммарный объём вычислений по задачам, выполненным на 
вычислительном кластере с номером ݅. 
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За время не большее, чем ܮ с ускорением ݓ௜, на ݅ -ом кластере сумеем выполнить 
объём вычислений ௜ܸ 	൑ 	  Свободным объём вычислений на кластере с .ܮݓ௜ݒ
номером ݅ назовём ௜ܷ 	 ൌ 	 	ܮݓ௜ݒ െ	 ௜ܸ 	൒ 	0.  
За свободный объём вычислений примем сумму свободных объёмов 
вычислений по всем кластерам: ௦ܸ௣ 	ൌ 	∑ ௜ܷ

௞
௜ୀଵ .  

За ܹ обозначим сумму объёмов вычислений для всех задач, которые надо 
распределить: ܹ	 ൌ 	∑ ݄௜	ݓ௜ே

௜ୀଵ .  

ሺܹሻܧ ൌ෍ܧሺ݄௜	ሻܧሺݓ௜ሻ ൌ
ݓܰ
4

ே

௜ୀଵ

	 

За ܮ′ обозначим минимальное время, за которые задачи вычислительным 
объёмом ܹ могут быть посчитаны на группе данных вычислительных 
устройств: ܮᇱ ൌ ௐ

௪∑ ௩೔ೖ
೔సభ

. 

За ܮത обозначим минимальное время, за которые задачи вычислительным 
объёмом ܹܧ могут быть посчитаны на группе данных вычислительных 
устройств:	ܮത ൌ ாሺௐሻ

௪∑ ௩೔ೖ
೔సభ

ൌ ே
ସ∑ ௩೔ೖ

೔సభ
. 

Будем оценивать качетво работы алгоритма путём анализа величины ܧ൫ ௦ܸ௣൯.  
Так как ܮ	 ൒ 	ܮ то ,′ܮ	 ൒ ௐ

௪∑ ௩೔ೖ
೔సభ

, следовательно, ܧሺܮሻ 	൒ ாሺௐሻ
௪∑ ௩೔ೖ

೔సభ
ൌ ே

ସ∑ ௩೔ೖ
೔సభ

ൌ  ,ܮ	

поскольку ܧሺܹሻ ൌ ே௪
ସ

.  
Пусть время выполнения задач есть ܮ. Тогда ܧ൫ ௦ܸ௣൯ 	ൌ ∑ݓሻܮሺܧ	 ௜௞ݒ

௜ୀଵ 	െ
െ	ܧሺܹሻ 	ൌ 	ܮሺܧ	 െ ∑	ݓതሻܮ ௜௞ݒ

௜ୀଵ . Так как ܹܧ	 ൌ 	ݓതܮ	 ∑ ௜௞ݒ
௜ୀଵ , то  

																																																									
൫ܧ ௦ܸ௣൯
ሺܹሻܧ ൌ

ܮሺܧ െ തሻܮ
തܮ

																																																						ሺ1ሻ 

Отсюда, доказательство того, что ܧ൫ ௦ܸ௣൯ ൌ 	ܱሺݓ√ܰ lnܰሻ, равносильно 

доказательству того, что ܧሺܮሻ 	ൌ 	 	തሺ1ܮ ൅ 	ܱሺට୪୬ே
ே
ሻሻ: 

൫ܧ ௦ܸ௣൯ ൌ 	ܱ൫ݓ√ܰ lnܰ൯ 	⇔ ሻܮሺܧ 	ൌ 	തሺ1ܮ ൅ 	ܱሺඨ
lnܰ
ܰ ሻሻ 

3. Нижние оценки ࡱ൫࢖࢙ࢂ൯  
Для получения нижнних оценок докажем следующую лемму:  
Лемма 1. Пусть 2 случайные величины ܺ и ܻ имеют непрерывные плотности 
распределений ௑݂ и ௒݂  , причём ܺ и ܻ - симметричны относительно своих мат. 
ожиданий и принимают лишь неотрицательные значения. Тогда ܺ	 ൅ 	ܻ - тоже 
имеет непрерывную функцию плотности распределения и симметрична 
относительно своего мат. ожидания.  
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Доказательство. ௑݂ା௒	ሺݐሻ ൌ ׬	 ௑݂ሺ߬ሻ
௧
௢ ௒݂	ሺݐ	 െ 	߬ሻ݀߬	 ⇒ 	 ௑݂ା௒	ሺݐሻ −  непрерывна.  

Без ограничения общности рассуждений предположим, что ܧሺܺሻ ൑ ,ሻ	ሺܻܧ	 	ݐ ൑
	൑ ሺܺሻܧ 	൅   .ሻ	ሺܻܧ	
Покажем, что ௑݂ା௒	ሺݐሻ ൌ ׬	 ௑݂ሺ߬ሻ

௧
௢ ௒݂	ሺݐ	 െ 	߬ሻ݀߬	 ൌ ׬ ௑݂ା௒ሺ2ܧሺܺሻ ൅ ሻ	ሺܻܧ2 െ௧

௢

ሻሺ߬ሻ݀߬ݐ 		ൌ ׬ ௑݂ሺ߬ሻ ௒݂	ሺ2ܧሺܺሻ ൅ ሻ	ሺܻܧ2 െ ݐ െ ߬ሻ݀߬ଶாሺ௑ሻାଶாሺ௒	ሻି௧
௢ .  

Посмотрим, при каких ߬  ௑݂ሺ߬ሻ ௒݂ሺ2ܧሺܺሻ 	൅ ሻ	ሺܻܧ2	 	െ 	ݐ	 െ 	߬ሻ не равно нулю 
тождественно. 

0 ൑ ߬ ൑ ሺܺሻܧ2 ∩ 0 ൑ ሺܺሻܧ2 ൅ ሺܻሻܧ2 െ ݐ െ ߬ ൑ ሺܻሻܧ2 ⟺ ሺܺሻܧ2 െ ݐ ൑ 
൑ ߬ ൑ ,ሺܺሻܧ2 значит	 ௑݂ା௒ሺ2ܧሺܺሻ ൅ ሻ	ሺܻܧ2 െ ሻݐ ൌ 

ൌ	න ௑݂ሺ߬ሻ	 ௒݂ሺ2ܧሺܺሻ ൅ ሻ	ሺܻܧ2 െ ݐ െ ߬ሻ݀߬
ଶா௑

ଶா௑ି௧
ൌ 

 
ൌ ሺܺ	и	ܻ െ симметричны	относительно	своих	мат.		ожиданийሻ ൌ 

 

ൌ න ௑݂ሺ2ܺܧ െ ߬ሻ	 ௒݂ሺെ2ܧሺܺሻ ൅ ݐ ൅ ߬ሻ݀߬
ଶா௑

ଶா௑ି௧
ൌ ሺߙ ൌ ܺܧ2 െ ߬ሻ ൌ 

ൌ න ௑݂ሺߙሻ
௧

௢
௒݂	ሺݐ	 െ ߙሻ݀ߙ ൌ ௑݂ା௒ሺݐሻ	∎	 

Теорема 1.(О нижних оценках для задачи о составлении расписаний). При 
любом способе распределения ܰ задач на группе кластеров с ݓ процессорами 
различных скоростей, нормализованные времена исполнения которых - 
независимые в совокупности случайные величины, равномерно 
распределённые на ሾ0,1ሿ и числа процессоров, занимаемые задачами- 
независимые в совокупности случайные величины, равномерно 
распределённые на ሾ݋,   ,ሿݓ

൫ܧ ௦ܸ௣൯ ൌ Ωሺ√ܰሻ  
 

Обозначения.  
За வܹ௪/ଶ обозначим суммарный объём вычислений для всех задач, 
занимающих больше, чем ௪

ଶ
 процессоров, а за ஸܹ௪/ଶ обозначим суммарный 

объём вычислений для всех задач, занимающих не более, чем ௪
ଶ
 процессоров.  

За ݄வ௪/ଶ обозначим суммарное нормализованное время исполнения для всех 
задач, занимающих больше, чем ௪

ଶ
 процессоров, а за ݄ஸ௪/ଶ	 обозначим 

суммарное нормализованное время исполнения для всех задач, занимающих не 
более, чем ௪

ଶ
 процессоров.  

За M обозначим число задач, число процессоров, необходимых для решения 
которых ݓ௜ 	൒ 	

௪
ଶ

.  
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Пусть ܯഥ 	ൌ ே
ଶ
൅ √ே

ଶ
, где ܰ- число задач.  

Доказательство.  
Если удастся показать, что  

																																						∃߳଴: ℙ ቊ݄ݓவ௪ଶ
െܹ ൒

ܰ√ݓ
8 ቋ ൒ ߳଴,																																											ሺ2ሻ 

то с вероятностью ߳଴, 	 ௦ܸ௣ 	൒
௪√ே
଼

, значит, ܧሺܹሻ ൒ ߳଴ݓ√ܰ 8	⁄ 		ൌ  .ሻܰ√ݓሺߗ	
Рассмотрим случайное событие Z, получающееся в результате двух испытаний:  
1. Одно испытание ܼ଴ в схеме Бернулли, возвращающееся 0 или 1 с одинаковой 
вероятностью.  
2. Если после первого испытания ܼ଴ 	ൌ 	0, то ܼ	 ൌ 	ܷሺ0, ݓ ോ 2ሿ, иначе, ܼ	 ൌ
	ܷሺݓ 2⁄ ,ሿ, где за ܷሺܽݓ, ܾሿ обозначена случайная величина, имеющая 
равномерное распределение на полуинтервале ሺܽ, ܾሿ.  
Плотность вероятности случайной величины ܼ поточечно равна плотности 
распределения равномерно распределённой на ሺ0,  ሿ случайной величиныݓ
ܷሺ0,ݓሿ, следовательно, ܼ	 ൌ 	ܷሺ0,   .ሿݓ
Поэтому будем рассматривать следующую последовательность испытаний ܫ, в 
результате которой нам будут известны все параметры задач:  
1. Серия испытаний Бернулли из ܰ испытаний с вероятностью ଵ

ଶ
 того, что число 

процессоров ݓ௜ 	൑
௪
ଶ
 и с вероятностью ଵ

ଶ
 того, что число процессоров ݓ௜ 	൐

௪
ଶ
	, 

݅ ∈ ሼ1,… ,ܰሽ.  
2. Выбираем нормализованное время исполнения каждой из задач ݄௜, имеющее 
равномерное распределение на ሾ0, 1ሿ, ݄ଵ, … , ݄ே - независимы в совокупности.  
3. Для всех 1	 ൑ 	݅	 ൑ 	ܰ: из первого испытания ݓ௜ 	൑

௪
ଶ
, выбираем ݓ௜, как 

случайную велиину, равномерно распределённую на полуинтервале ሺ݋, ݓ 2⁄ ሿ, а 
для всех осталных ݅ выбираем ݓ௜, как случайную велиину, равномерно 
распределённую на полуинтервале ሺݓ ോ   .ሿݓ,2
По интегральной теореме Лапласа-Муавра,  

ℙቊܯ ൒
ܰ
2 ൅

√ܰ
2 ቋ ൒ ℙ൞1 ൑

ܯ െܰ
2

√ܰ
2

൑ 2ൢ ൒ ሺܰ ൐ ଴ܰሻ ൒ 

൒
1

ߨ	2√
න ݁ି

௫మ
ଶ ݔ݀ ൒ 1/30

ଶ

ଵ
 

Пусть ܯ	 ൒ ഥܯ ൌ ܰ
2 ൅

√ܰ
2 . Рассмотрим ݄௪/ଶ. Эта случайная величина равна 

сумме по всем ܯ задачам, занимающим более ௪
ଶ
 процессоров, нормализованных 

времён исполнения этих задач,- случайных симметричных относительно мат. 
ожидания случайных величин ܷሺ0,1ሿ, имеющих равномерное распределение на 
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ሺ0, 1ሿ. Значит, по Лемме 1, ݄வ௪/ଶ - имеет симметричное относительно своего 
математического ожидания, равного ெ

ଶ
, распределение, следовательно,  

ℙ ൜݄வ௪ଶ
൒
ܯ
2 ൠ ൌ

1
2 

Аналогично,  

ℙ ൜݄ஸ௪ଶ
൑
ܰ െܯ
2 ൠ ൌ

1
2 

 
Предположим, что после первых 2 шагов в последовательности испытаний ܫ 
верно событие ܣ:	 ൬ܯ ൒ ܰ

2 ൅
√ܰ
2 ൰	∩	ቀ݄൐2ݓ ൒

ܯ
2ቁ	∩	ቀ݄൑2ݓ ൑

ܰെܯ
2 ቁ . ℙሺܣሻ ൒

ଵ
ଵଶ଴

.  
Тогда ܹೢ

మ
	ൌ 	∑ ݄௜ݓ௜௜:௪೔வ

ೢ
మ

. При выбранном ݄௜ и равномерно распределённом на 
ሺݓ 2⁄  ௜- симметрична относительноݓ௜, случайная величина, равная ݄௜ݓሿݓ,
своего мат. ожидания, равного ଷ௪௛೔

ସ
. Тогда, по Лемме 1, W>w⁄2- симметрична 

относительно своего мат. ожидания, более или равного ଷ௪௛೔
ସ

 и ℙቀܹவೢమ
൑

ଷ௪௛ಱೢ/మ
ସ

ቁ ൒ ଵ
ଶ
. Аналогично, ℙቀܹஸೢమ

൑ ௪ሺேିெሻ
଼

ቁ ൒ ଵ
ଶ
. Тогда обозначим за ܤ 

следующее случайное событие:  

ܤ ൌ ቆܯ ൒
ܰ
2 ൅

√ܰ
2 ቇ	∩	൬݄வ௪ଶ

൒
ܯ
2൰	∩	൬݄ஸ

௪
ଶ
൑
ܰ െܯ
2 ൰ ∩	ቆܹவ௪ଶ

൑
வ௪/ଶ݄ݓ3

4 ቇ 

∩ ൬ܹஸ௪ଶ
൑
ሺܰݓ െܯሻ

8 ൰ 

	ℙሺܤሻ ൒
1
480 ൌ ߳଴ 

Если ܤ - верно, то  

ቆܹ ൌ ܹஸ௪ଶ
൅ܹவ௪ଶ

൑
൫ܰݓ ൅ 6݄வ௪/ଶ െ ൯ܯ

8 	ቇ ∩ ൬݄வ௪ଶ
൒
ܯ
2൰ ⇒ வ௪ଶ݄ݓ

െܹ 

൒
ݓ ቀሺ8 െ 6ሻ݄வ௪/ଶ െ ܰ ൅ܯቁ

8 ൒
ܰ√ݓ
8  

Значит, верна формула 2, и, стало быть, верно, что  

൫ܧ ௦ܸ௣൯ ൒
1

ܰ√ݓ3840 ൌ Ω൫ݓ√ܰ൯		∎ 

4. Алгоритм Limited Hash Scheduling для задачи построения 
расписаний 
Обозначения.  

௜ߥ ൌ
௜ݒ

2∑ ௜௞ݒ
௜ୀଵ

	 , ݅ ∈ ሼ1, … , ݇ሽ 
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തܮ ൌ
ܹܧ

∑	ݓ ௜௞ݒ
௜ୀଵ 		

ൌ
ܰ

4∑ ௜௞ݒ
௜ୀଵ

 

 
ݏ ൌ ቔ√ே

௞
ቕ  

4.1 Разбиение на области 
Определение 1. Назовём вычислительной областью, или просто областью 
некоторое подмножество пространства ∏	ൌ 	время	 ൈ 	процессоры. Будем 
говорить, что задача кладётся на верх текущей упаковки в вычислительной 
области, если задача начинает исполняться на процессорах, принадлежащих 
области во всё время исполнения задачи, в самый ранний момент времени из 
возможных после завершения всех предыдущих задач, исполняемых внутри 
данной области.  
Предположим без ограничения общности рассуждений, что ݒଵ 	൒ ଶݒ	 	൒ ⋯ ൒
∏ ௞. Тогда рассмотрим вычислительную областьݒ	 	ଵ , равную произведению 
временного отрезка ሾ0, ∏ തሿ на все процессоры всех кластеров. Разделимܮ 	ଵ  по 
времени на ݏ меньших непересекающихся вычислительных областей с числом 
процессоров ݇ݓ и временем исполнения ܮഥ

௦
. В итоге получим ݇ݏ 

вычислительных областей шириной ݓ и временем ሾሺ݅ െ 	1ሻ ܮ
ഥ

௦
, ݅ ܮ

ഥ

௦
ሿ, 	∀݅	 ∈

ሼ1, … , ݇ሽ, по ݏ областей для каждого вычислительного кластера.  
Области кластера с ускорением ݒଵ, в свою очередь, разделим по ширине на 2 
подобласти, состоящие из двух областей шириной  

ଵߥ	݅	ݓ
ݏ 	и	ݓ െ

ଵߥ	݅	ݓ
ݏ , ∀݅ ∈ ሼ1,… ,  ሽݏ

Области кластера с ускорением ݒ௟, ∀݈	 ൌ 	 ሼ1, … , ݇ሽ, разделим по ширине на 2 
подобласти, состоящие из двух областей шириной  

௟ߥ	݅	ݓ
ݏ ൅ ௜ݒ෍ݓ

௟ିଵ

௜ୀଵ

	и		ݓ െ ൭
௟ߥ	݅	ݓ
ݏ ൅ ௜ݒ෍ݓ

௟

௜ୀଵ

൱ , ∀݅ ∈ ሼ1, … ,  ሽݏ

Всего получим 2݇ݏ областей.  
Ниже разбиение на области проиллюстрировано на рисунке 1, на котором 
полосам соответствуют кластеры с соответствующим ускорением(speeding), 
координате ݔ- число процессоров, координате ݕ- время(работы 
вычислительных кластеров).  

4.2 Алгоритм упаковки в области Limited Hash Scheduling 
Определение 2. Если после завеhшения выполнения предыдущих задач 
исполняемых в области, задачу можно исполнить на процессорах, в каждый 
момент времени исполнения задачи принадлежащих области, то говорим, что 
задача исполнима в области.  
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Определение 3. Скажем, что задача исполняется на верху текущей упаковки 
некоторой вычислительного кластера, если она начинает исполняться в самый 
ранний момент времени, но не ранее завершения выполнения всех областей(см. 
разбиение из предыдущего подраздела, т.е. не ранее, чем ܮത) и не ранее 
завершения выполнения всех задач, исполняемых на данном вычислительном 
кластере.  

 
Рис. 1. Разбиение вычислительной области ∏ 	ଵ на 2݇ݏ меньших областей 

Fig. 1. Hashing ∏ 	ଵ into 2݇ݏ areas with smaller volume of computations. 

Алгоритм составления расписаний с использованием ограниченных 
областей Limited Hash Scheduling: 
1. Если очередная задача исполнима в одной из 2sk областей, полученных в 
предыдущем подразделе(при условии исполнения предыдщих задач согласно 
алгоритму), то кладём задачу на верх текущей упаковки в области с 
минимальным числом процессором, в которой данная задача исполнима.  
2. Иначе задача называется выпавшей, либо попавшей в переполнение и 
исполняется на верху текущей упаковки одного из тех вычислительных 
кластеров, при исполнении на которых время завершения задачи - самое 
меньшее из возможных. 
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5. Верхние оценки ࡱሺ࢖࢙ࢂሻ для алгоритма Limited Hash 
Scheduling 

В работе [7] была показана следующая Лемма, являющаяся усилением 
неравенства Азумы в случае определённым образом распределённых 
случайных величин.  
Лемма. (Трушников, 2013.) Пусть случайная величина	ܺ	 ൌ 	 ଵܺ 	൅ 	ܺଶ 	൅ ⋯൅
	ܺே, где ௜ܺ 	 ൌ 	  и 0 с ݌ ௜ принимает значение 1 с вероятностьюߦ ,௜ߟ௜ߦ
вероятностью 1	 െ  ௜ — равномерно распределенная на отрезке ሺ0,1ሿߟ ,݌	
случайная величина, причем все случайные величины ߦ௜, ݅,௜ߟ ∈ ሼ1,… ,ܰሽ 
независимы в совокупности. Тогда для любого ߙ из интервала ሺ0,1ሿ 
выполняется неравенство  

ℙሼܺ ൐ ሺ1 ൅ ሽܺܧሻߙ ൑ ݁ି
ହ
ଽఈ

మாሺ௑ሻ 
Докажем следующую лемму, покрывающую случаи ߙ	 ൐ 	1:  
Лемма 2. В обозначениях предыдущей леммы, для любого α из интервала (0, 1] 
выполняется неравенство  

ℙሼܺ ൐ ሺ1 ൅ ሽܺܧሻߙ ൑ ݁ି
ହ
ଽఈ

మாሺ௑ሻ 
,а при α > 1 верно, что  

ℙሼܺ ൐ ሺ1 ൅ ሽܺܧሻߙ ൑ ݁ି
ଵ
ଷఈ

	ாሺ௑ሻ 
Доказательство. Нужно доказать утверждение в случае ߙ	 ൐ 	1. В работе [7] 
было доказано, что  

ℙሼܺ ൐ ሺ1 ൅ ሽܺܧሻߙ ൑ expቌܰ݌൭
ሺ݁௧ െ 1ሻ

ݐ െ 1 െ
ݐ
2
ሺ1 ൅ ݐ∀			ሻ൱ቍߙ ൐ 0 

Выберем ݐ	 ൌ 	1. Тогда  

ℙሼܺ ൐ ሺ1 ൅ ሽܺܧሻߙ ൑ exp൭ܰ݌ ቆ݁ െ 1 െ 1 െ
1
2
ሺ1 ൅  ሻቇ൱ߙ

൑ exp൭ܰ݌ ൬݁ െ
5
2 െ

1
൰൱ߙ2 ൑ expቆܰ݌ ൬െ

1
൰ቇߙ6 ൌ ݁ି

ଵ
ଷఈா௑			∎			 

Отсюда выведем следующую лемму:  
Лемма 3. Пусть случайная величина	ܺ	 ൌ 	 ଵܺ 	൅ 	ܺଶ 	൅ ⋯൅	ܺே, где ௜ܺ 	 ൌ 	  ,௜ߟ௜ߦ
	и 0 с вероятностью 1 ݌ ௜ принимает значение 1 с вероятностьюߦ െ  — ௜ߟ ,݌	
равномерно распределенная на отрезке ሺ0,1ሿ случайная величина, причем все 
случайные величины ߦ௜, ݅,௜ߟ ∈ ሼ1, … ,ܰሽ независимы в совокупности. Тогда при 
всех ܰ	 ൒ 	 ଴ܰ  

ℙ൛ܺ ൐ ܺܧ ൅ 2√ܰ lnܰൟ ൑ ܰିଷ 
Доказательство.  
ܺܧ .1 ൐ 2ඥܰlnܰ. Тогда по первой части Леммы 2,  
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ℙ൛ܺ ൐ ܺܧ ൅ 2√ܰ lnܰൟ ൌ 	ℙ ቊܺ ൐ ܺܧ ቆ1 ൅
2√ܰ lnܰ
ܺܧ ቇቋ

൑ exp ൬െ4
5
9
ܰ lnܰ
ଶܺܧ ൰ܺܧ ൑ ൬т. к. ܺܧ ൏

ܰ
2൰ ൑ exp ൬

െ40 lnܰ
9 ൰ ൑ ܰିଷ

	
 

	ܺܧ .2 ൑ 	2ඥܰ lnܰ. Тогда по второй части Леммы 2,  

ℙ൛ܺ ൐ ܺܧ ൅ 2√ܰ lnܰൟ ൌ 	ℙ ቊܺ ൐ ܺܧ ቆ1 ൅
2√ܰ lnܰ
ܺܧ ቇቋ

൑ expቆെ
2√ܰ ݈݊ܰ

3 ቇ ൑ ሺ∀ܰ ൒ ଴ܰሻ ൑ ܰିଷ			∎ 

Упорядочим области по числу процессоров в порядке убывания: пусть первая 
область содержит ݑଵ 	ൌ ݓ	 ቀ1	 െ ఔభ

௦
ቁ процессоров, …, область с номером 2݇ݏ 

содержит ݑଶ௦௞ ൌ ݓ ఔభ
௦

 процессоров. Скажем, что область с номером ݅ имеет 
ускорение ݒ௡೔.  
Определние 4. За ܪ௜, ݅	 ൌ 	 ሼ1,… ,  ሽ обозначим сумму времён исполнения всех݇ݏ2
задач, число процессоров, необходимых для решения которых не превосходит 
ширину самой широкой области ݑଵ, но строго больше, чем ширина ݅ െ 1-ой 
области ݑ௜ିଵ: ܪ௜ ൌ 	∑ ௝݄	ሺଵஸ୨ஸ୒ሻ∩ሺ୳೔షభழ୵ౠஸ୳భሻ , где ݓ௝ и ௝݄- число процессоров и 
нормализованное время, необходимые для решения задачи номер ݆;  
За ܪ଴ обозначим сумму времён исполнения всех задач, число процессоров, 
необходимых для решения которых строго больше, чем ширина 1-ой области 
௜ܪ :ଵݑ ൌ 	∑ ௝݄	ሺଵஸ୨ஸ୒ሻ∩ሺ୵ౠவ୳భሻ . 
Определние 5. За ݈௜ обозначим сумму времён ݅ самых широких областей, 
умноженную на ускорение того кластера, в вычислительном пространстве 
которой данная область лежит: ݈௜ 	ൌ ∑ ௡ೕݒ

௜
௝ୀଵ . 

Напомним, что задача, не исполнимая ни в одной из областей при условии 
составления расписания для предыдущих задач согласно с алгоритмом Limited 
Hash Scheduling, называется выпавшей задачей.  
Определние 6. За ܪ обозначим суммарное время исполнения всех выпавших 
задач.  
Лемма 4.  

ܪ ൑ ଴ܪ ൅max	ሼ0,max
௜
ሼܪ௜ െ ݈௜ ൅ ݅ሽሽ	 

Доказательство. Назовём область числом процессоров ݑ௜ не переполненной, 
если все задачи, для решения которых нужно не больше, чем ݑ௜ процессоров, 
упакованы в области числом процессоров ൑ ݑ௜.  
Остальные области назовём переполненными.  
Если область ݅ ускорением ݒ௡೔- переполнена, то некая задача, требующая не 
более, чем ݑ௜ процессоров, не исполнима ни в одной из областей шириной ൑
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 ௜. Значит, суммарная нормализованная высота задач, исполняемых в ݅-ойݑ	
области не менее, чем ݒ௜

௅ത

௦
െ 1.  

Пусть ݅଴- номер не переполненной области с самым большим числом 
процессоров. Если все области - переполнены, то определим ݅଴ ൌ 	݇ݏ2	 ൅
	1 и ݑ௜ ൌ 	0. Заметим, что все задачи с ݓ௜ 	൏ ௜బ - не выпавшие. Если ݅଴ݑ	 	ൌ 	1, то 
	ܪ ൌ ଴. Если ݅଴ܪ	 	൐ 	1, в каждую из областей с номером ݅	 ൏ 	 ݅଴, попали задачи 
суммарным временем выполнения не менее, чем ݒ௜

௅ത

௦
െ 1. Значит, ܪ	 ൑ ଴ܪ	 	൅

	ሺܪ௜బିଵ െ ݈௜బିଵ ൅	 ݅଴ 	െ 	1ሻ		 ൑ ଴ܪ	 	൅ 	max	ሼ0,max
௜
ሼܪ௜ െ ݈௜ ൅ ݅ሽሽ				∎	 

Предложение 1. После завершения работы алгоритма Limited Hash Scheduling 
при ܪ ൐ 0, 

	ܮ  ൑ തܮ 	൅ ு
∑ ௩೔ೖ
೔సభ

൅ ௞
∑ ௩೔ೖ
೔సభ

, 

где ܮ- самое позднее время завершения задачи на одном из вычислительных 
кластеров, ܮത ൌ ே

ସ∑ ௩೔ೖ
೔సభ

	- время начала выполнения выпавших задач, ܪ- 

суммарное время исполнения всех выпавших задач.  
Обозначение.  
За ߙ௜, 	݅	 ∈ ሼ1, … , ݇ሽ обозначим max	ሼܮത, время	завершения	последней	задачи	 
на	вычислителном	кластере	с	номером	݅ሽ.  
Доказательство. ܪ	 ൌ 	∑ ሺߙ௜ 	െ ௜௞ݒതሻܮ

௜ୀଵ . Заметим, что   

	ܮ ൑ തܮ 	൅
ܪ

∑ ௜௞ݒ
௜ୀଵ

൅
݇

∑ ௜௞ݒ
௜ୀଵ

⟺෍ሺܮ െ ௜ݒ௜ሻߙ

௞

௜ୀଵ

	൑ 	݇ 

Докажем последнее неравенство индукцией по числу попавших в переполнение 
задач, что ∑ ሺܮ௝ െ ௜ߙ

௝	ሻݒ௜௞
௜ୀଵ 	൑ 	݇, где ܮ௝ и ߙ௜

௝- промежуточные значения ܮ и ߙ௜ 
после попадания в переполнение ݆ задач.  
База индукции при ݆	 ൌ 	0 очевидна:	0	 ൑ 	݇.  
Переход. Пусть ∑ ሺܮ௝ିଵ െ ௜ߙ

௝ିଵ	ሻݒ௜௞
௜ୀଵ 	൑ 	݇. Рассмотрим 2 случая:  

௝ܮ .1 	ൌ 	 ∑ ௝ିଵ. Тогдаܮ ሺܮ௝ െ ௜ߙ
௝	ሻݒ௜௞

௜ୀଵ ൑ ∑ ൫ܮ௝ିଵ െ ௜ߙ
௝ିଵ	൯ݒ௜௞

௜ୀଵ ൑ ݇  
௝ܮ .2 ൐  ௝ିଵ. Тогда из того, что, в соответствии с алгоритмом Limited Hashܮ	
Scheduling, при вычислении задачи с номером ݆ на верху текущей упаковки в 
том кластере, в который алгоритм размещает задачу, время завершения задачи 
минимальное и из того, ௝݄ 	൑ 	1, следует, что  

௝ܮ െ ௜ߙ
௝ ൑

1
௜ݒ
		∀1 ൑ ݅ ൑ ݇ ⇒	෍൫ܮ௝ିଵ െ ௜ߙ

௝ିଵ	൯ݒ௜

௞

௜ୀଵ

൑ ݇			∎	 

Предложение 2. ௜ሻܪሺܧ 	൑ 	 ݈௜		∀݅	 ∈ ሼ1, … , ݇ሽ (см. определения 4 и 5.)  
Доказательство. Пусть ቂ௜

௦
	ቃ 	ൌ 	݉, ݅	 െ 	ݏ݉	 ൌ  	.݌	



Лазарев Д.О., Кузюрин Н.Н. Алгоритм построения расписаний выполнения параллельных задач на группах 
кластеров с процессорами различной производительности и его анализ в среднем. Труды ИСП РАН, том 30, вып. 
6, 2018 г., стр. 105-122.  

117 

݈௜ ൌ ݏ
തܮ
௜ݒ෍ݏ

௠

௜ୀଵ

൅
തܮ
௠ାଵݒ෍ݏ

௣

௜ୀଵ

ൌ
ܰ
4 ቀ∑ ௜௠ݒ

௜ୀଵ ൅ ݌
ݏ ௠ାଵቁݒ

∑ ௜௞ݒ
௜ୀଵ

, ݅ ൑  	݇ݏ

௜ሻܪሺܧ ൌ
ே
ଶ
	ℙሺݑ௜ିଵ 	൑ ଵݓ	 	൑  ଵ  - имеет равномерное распределение наݓ ଵሻ , гдеݑ	

ሾ0,   .ሿݓ

௜ሻܪሺܧ ൌ
ܰ
2
ଵݒ 	

ݏ െ 1
ݏ ൅ ∑ ݉݅ݒ

݅ൌ1 ൅ ݌ ൅ 1
ݏ ௠ାଵݒ

2∑ ݇݅ݒ
݅ൌ1

ൌ ݈௜ െ
ܰ

4∑ ݇݅ݒ
݅ൌ1

ଵݒ െ ௠ାଵݒ

ݏ
൑ ݈௜, т. к. ଵݒ ൒ ,௠ାଵݒ при	всех	݅ ൑  ݇ݏ

Аналогично доказывается при	݅	 ൐ ,݇ݏ	 что	ܧሺܪ௜ሻ ൑ 	 ݈௜			∎	  
Теорема 2 (Верхние оценки ࡱሺ࢖࢙ࢂሻ для алгоритма Limited Hash Scheduling). 
При составлении расписаний согласно алгоритму Limited Hash Scheduling, для 
числа вычислительных кластеров ݇	 ൑ 	√ܰ ускорением процессоров самого 

быстрого кластера ݒଵ ൑ √lnܰ
∑ ݇݅ݒ
݅ൌ1
݇ , верно, что для всех ܰ	 ൐ 	 ଴ܰ 	 ∈ 	Գ 

математическое ожидание свободного объёма вычислений  
ሺܧ ௦ܸ௣ሻ ൑ ܰ√ݓ4 lnܰ ൌ ܱሺݓ√ܰ lnܰሻ, 

где ݓ- число процессоров на каждом из вычислительных кластеров.  
Доказательство.  

൫ܧ		 ௦ܸ௣൯ ൌ ܧ ൭ݓܮ෍ݒ௜

௞

௜ୀଵ

െܹ൱ ൌ ܧ ൭ݓܮ෍ݒ௜

௞

௜ୀଵ

൱ െ ሺܹሻܧ ൌ ܮሺܧ െ ௜ݒ෍ݓതሻܮ

௞

௜ୀଵ

	ሺ3ሻ, 

где ௦ܸ௣- свободный объём вычислений, ܮ- время завершения исполнения 
последней задачи, ܹ- суммарный объём вычислений по всем задачам, ܮത ൌ

ே
ସ∑ ௩೔ೖ

೔సభ
.  

По предложению 1,  

								ሺܮ െ ௜ݒ෍ݓതሻܮ

௞

௜ୀଵ

൑ ܪݓ ൅݇ݓ ⇒ ܮሺܧ െ ௜ݒ෍ݓതሻܮ

௞

௜ୀଵ

൑ ሻܪݓሺܧ ൅  ሺ4ሻ									ሻ,ܪሺ݇ܧ

где ܪ - суммарное время выполнения выпавших задач.  
По Лемме 4, так как в силу выбора ݏ, √ே

௞
൑ ݏ ൏ 2 √ே

௞
 

ܪ ൑ ଴ܪ ൅max	ሼ0,max
௜
ሼܪ௜ െ ݈௜ ൅ ݅ሽሽ	 ⇒ ܪܧ ൑ ଴ܪܧ ൅																																																					 

൅ܧሺmax	ሼ0,max
௜
ሼܪ௜ െ ݈௜ሽሻ ൅ ݅ ൑ ሺ݅ ൑ ሻ݇ݏ2

൑ ଴ሻܪሺܧ ൅ ሼ0,max	ሺmaxܧ
௜
ሼܪ௜ െ ݈௜ሽሽሻ ൅ 	4√ܰ																												ሺ5ሻ	 

(см. определения 4 и 5)  
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В последней формуле заметим, что ܧሺܪ଴ሻ ൌ
ே
ଶ
ℙ൭ݓ௜ 	൒ ݓ	 ൬1	 െ ௩భ

ଶ௦∑ ݇݅ݒ
݅ൌ1

൰൱ 	ൌ

ே
ଶ

௩భ
ଶ௦∑ ݇݅ݒ

݅ൌ1
. По условию теоремы, ݒଵ 	൑ √lnܰ

∑ ݇݅ݒ
݅ൌ1
݇ ⇒ ଴ሻܪሺܧ ൑

ே
ଶ
√୪୬ே
ଶ௦௞

൏ 	 √ே ୪୬ே
ଶ

.  

Также по предложению 2, выполнено, что ܧሺܪ௜ሻ 	൑ 	 ݈௜, следовательно, по лемме 
3, ∀݅, 	ℙሺܪ௜ 	൒ 	 ݈௜ 	൅ 	2√ܰ lnܰሻ 	൑ 	ℙሺܪ௜ 	൒ ௜ሻܪሺܧ	 	൅ 	2√ܰ lnܰሻ 	൑ 	ܰିଷ. 
Значит, ℙቄmax

௜
ሼܪ௜ െ ݈௜ሽ ൒ 2√ܰ lnܰቅ ൑ 	ܰିଶ  

Стало быть, ܧ ቀ݉ܽݔ ቄ0,max
௜
ሼܪ௜ െ ݈௜ሽቅቁ 	൑ 	2√ܰ lnܰ ൅ 	ܱሺܰିଵሻ. Подставим 

полученные результаты в формулу 5:  
ሻܪሺܧ ൌ ଴ሻܪሺܧ	 ൅ ሼ0,max	ሺmaxܧ

௜
ሼܪ௜ െ ݈௜ሽሽሻ ൅ 	4√ܰ

൑ √ܰ lnܰ /2 ൅ 	2√ܰ lnܰ ൅ ܱሺܰିଵሻ ൅ 4√ܰ	 
Подставляя полученный результат в формулы 3 и 4, имеем:  

൫ܧ ௦ܸ௣൯ ൑ ሻܪݓሺܧ ൅ ݓ݇ ൑ ቆݓ
√ܰ lnܰ

2 ൅ 	2√ܰ lnܰ ൅ ܱሺܰିଵሻ ൅ 4√ܰቇ ൅ ݓ݇ ൑ 

ቆݓ
√ܰ lnܰ

2 ൅ 	2√ܰ lnܰ ൅ ܱሺܰିଵሻ ൅ 5√ܰቇ ൑ ሺܰ ൐ ଴ܰሻ ൑ ܰ√ݓ4 lnܰ 

ൌ ܱ൫ݓ√ܰ lnܰ൯			∎ 

6. Заключение и направление дальнейших исследований 
Была рассмотрена задача построения расписаний выполнения вычислительных 
задач на группах вычислителных кластеров с одинаковым числом ݓ 
одинаковых процессоров, производительность которых для разных кластеров 
различная. Число процессоров, необходимых для решения задач является 
случайной величиной, имеющих равномерное на ሾ0,  ሿ распределение. Былݓ
проведён вероятностный анализ. Для любого алгоритма построения расписаний 
была получена оценка снизу на математическое ожидание свободного объёма 
вычислений ܧ൫ ௦ܸ௣൯ ൌ   .ሻܰ√	ݓሺߗ	
Был предложен алгоритм Limited Hash Scheduling размещения задач в 
ограниченные области с ܧ൫ ௦ܸ௣൯ ൌ -ሻ, работающий в режиме closedܰ	݈݊ܰ√	ݓሺߗ	
end, то есть знающий число задач ܰ до начала построения расписания. 
Алгоритм с меньшей шириной областей также может быть применён для числа 
процессоров , необходимых для решения каждой задачи, равномерно 
распределённом на ሾ݋, ݓ ሿ, приݑ ⋮ ݑ В общем случае при .ݑ ൏  даже для задачи ,ݒ
Bin Packing не известно онлайнового алгоритма с математическим ожиданием 
незаполненного пространства контейнерои ܧ൫ܮ௦௣൯ ൌ   .ሺܰሻ [9]݋	
Большой интерес представляет исследование задачи в случае алгоритмов, 
работающих в режиме open-end, т.е. не имеющих никаких данных о числе задач, 
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для которых требуется построить расписание. В работе [9] для задачи Bin 
Packing упаковки объектов размером, имеющим равномерное распределение на 
ሾ0, ,ሿݑ ݑ ൑ 	1 в контейнеры единичного размера при анализе в среднем в 
режиме open-end ܧ൫ܮ௦௣൯ ൌ  ሺ√ܰሻ. Интересен вопрос о возможностиߗ
получении оценки ܧ൫ ௦ܸ௣൯ ൌ  ,ሻ для любого онлайнового алгоритмаܰ√	ݓሺߗ	
работающего в режиме open-end для задачи построения расписаний. 
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Abstract. In this article the on-line problem of scheduling parallel tasks on related 
computational clusters with processors of different capacities was studied in average case. In 
the problem the objective is to make a schedule on ࢑ clusters with ࢝ processors each of ࡺ 
tasks, where the task ࢏, ࢏ ൑  on cluster with nominal capacity of processors ࢏ࢎ requires time ࡺ
and ࢏࢝ ൑ processors. We presume for all ૚ ࢝ ൑ ࢏ ൑  has uniform distribution on ࢏࢝  that ࡺ
(૙,࢝ሿ and that ࢏ࢎ has uniform distribution on (૙, ૚ሿ. The processors on different clusters have 
different capacities ࢜૚,… ,  processors be ࢏࢝ will require ࢏ࢎ The task with nominal time .࢑࢜
computed in time ࢏ࢎ

࢐࢜
 on cluster number ࢐. Let sum volume of computations ࢃ be the sum of 

volumes of computations for each task: ࢃ ൌ	∑ ࡺ࢏ࢎ࢏࢝
ୀ૚࢏ . Let ࡸ be the minimal time at which 

all clusters will compute all the tasks, assigned to them, where each task is assigned to one 
cluster. The expected value of free volume of computations ࡱሺ࢖࢙ࢂሻis used to analyze the 
quality of an algorithm, where ࢖࢙ࢂ ൌ 	∑ ࡸ		࢏࢜	 െࢃ૚ஸ࢏ஸ࢑ . It was shown that for every algorithm 
for scheduling parallel tasks on related clusters ࡱሺ࢖࢙ࢂሻ ൌ  ሻ. An on-line algorithmࡺ√࢝ሺࢹ	
Limited Hash Scheduling was proposed, which has ࡱሺ࢖࢙ࢂሻ ൑ 	૝൫ࡺ√࢝ ൯ࡺܖܔ ൌ

ࡺ√࢝൫ࡻ ,൯ࡺܖܔ ࡺ	࢘࢕ࢌ ൐ ૙ࡺ ∈ Գ if ࢑ ൑ ࢐࢜ and ࡺ√ ൑ ∑ࡺܖܔ√ ࢑࢏࢜
స૚࢏
࢑

	∀	૚ ൑ ࢐ ൑  The idea of .࢑
the algorithm is to schedule tasks of close required number of required processors into different 
limited in time and the number of allowed to use processors areas on clusters. 
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