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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïàðàëëåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè îò ìóëüòèìíîæåñòâà çíà-

÷åíèé, çàïèñàííûõ â âåðøèíàõ îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà. Âû÷èñëåíèå âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòàìè,

íàõîäÿùèìèñÿ â âåðøèíàõ ãðàôà è îáìåíèâàþùèõñÿ ìåæäó ñîáîé ñîîáùåíèÿìè, ïåðåäàâàåìûìè

ïî äóãàì ãðàôà (â íàïðàâëåíèè èõ îðèåíòàöèè). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ¼ìêîñòü äóãè, òî åñòü ÷èñëî

îäíîâðåìåííî ïåðåäàâàåìûõ ïî íåé ñîîáùåíèé, îãðàíè÷åíà. Âû÷èñëåíèå èíèöèèðóåòñÿ ñîîáùåíè-

åì, ïðèõîäÿùèì èçâíå â àâòîìàò âûäåëåííîé íà÷àëüíîé âåðøèíû ãðàôà. Ýòîò æå àâòîìàò â êîíöå

ðàáîòû ïîñûëàåò âîâíå âû÷èñëåííîå çíà÷åíèå ôóíêöèè. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðåäëàãàþòñÿ

äâà àëãîðèòìà. Ïåðâûé àëãîðèòì âûïîëíÿåò èññëåäîâàíèå ãðàôà, îñíîâàííîå íà åãî îáõîäå. Åãî

öåëü � ðàçìåòèòü ãðàô ñ ïîìîùüþ èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèé àâòîìàòîâ â âåðøèíàõ. Ñòðîÿòñÿ ïðÿìîé

è îáðàòíûé îñòîâû ãðàôà. Ïðÿìîé îñòîâ îðèåíòèðîâàí îò êîðíÿ, êîòîðûì ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíàÿ

âåðøèíà ãðàôà. Îáðàòíûé îñòîâ îðèåíòèðîâàí ê òîìó æå êîðíþ. Êðîìå òîãî, â êàæäîé âåðøèíå

óñòàíàâëèâàåòñÿ çíà÷åíèå ñ÷¼ò÷èêà âõîäÿùèõ äóã îáðàòíîãî îñòîâà. Òàêàÿ ðàçìåòêà èñïîëüçóåò-

ñÿ âòîðûì àëãîðèòìîì, êîòîðûé è ïðîèçâîäèò âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ òîé èëè èíîé ôóíêöèè. Ýòî

âû÷èñëåíèå îñíîâàíî íà àëãîðèòìå ïóëüñàöèè: ñíà÷àëà îò àâòîìàòà íà÷àëüíîé âåðøèíû ïî âñåìó

ãðàôó ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñîîáùåíèÿ-âîïðîñû, êîòîðûå äîëæíû äîñòèãíóòü êàæäîé âåðøèíû, à çà-

òåì îò êàæäîé âåðøèíû �â îáðàòíóþ ñòîðîíó� ê íà÷àëüíîé âåðøèíå äâèãàþòñÿ ñîîáùåíèÿ-îòâåòû.

Àëãîðèòì ïóëüñàöèè, ïî ñóòè, âû÷èñëÿåò àãðåãàòíûå ôóíêöèè, äëÿ êîòîðûõ çíà÷åíèå ôóíêöèè îò

îáúåäèíåíèÿ ìóëüòèìíîæåñòâ âû÷èñëÿåòñÿ ïî çíà÷åíèÿì ôóíêöèè îò ýòèõ ìóëüòèìíîæåñòâ. Îäíà-

êî ïîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ f(x) èìååò àãðåãàòíîå ðàñøèðåíèå, òî åñòü ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà

êàê h(f ′(x)), ãäå f ′ � àãðåãàòíàÿ ôóíêöèÿ. Çàìåòèì, ÷òî ðàçìåòêà ãðàôà íå çàâèñèò îò òîé ôóíê-

öèè, êîòîðàÿ áóäåò âû÷èñëÿòüñÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàçìåòêà ãðàôà âûïîëíÿåòñÿ îäèí ðàç, ïîñëå

÷åãî ìîæåò ìíîãîêðàòíî èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé.

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Èññëåäîâàíèå îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ ÿâëÿ-
åòñÿ êîðíåâîé çàäà÷åé âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ.
Äîñòàòî÷íî óêàçàòü èññëåäîâàíèå ñåòåé ñâÿçè, â
òîì ÷èñëå ñåòè èíòåðíåòà è GRID, è òåñòèðîâà-
íèå ïðîãðàììíûõ è àïïàðàòíûõ ñèñòåì, ìîäåëè-
ðóåìûõ ãðàôàìè ïåðåõîäîâ. Èññëåäîâàíèå ãðà-
ôà, êàê ïðàâèëî, áàçèðóåòñÿ íà åãî îáõîäå, à ýòî
óæå ñòàðàÿ êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à îáõîäà ëàáèðèí-
òà. Ýòà çàäà÷à íåòðèâèàëüíà, åñëè ãðàô îðèåí-
òèðîâàí, òî åñòü â ëàáèðèíòå �óëèöû ñ îäíîñòî-
ðîííèì äâèæåíèåì�.
Îáõîä îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà òðåáóåò âðåìå-

íè ïîðÿäêà nm, ãäå n � ÷èñëî âåðøèí ãðàôà, à
m � ÷èñëî äóã. Òàêîå âðåìÿ îáõîäà äîñòèãàåòñÿ
ìíîãèìè õîðîøî èçâåñòíûìè àëãîðèòìàìè: îá-
õîä â ãëóáèíó, îáõîä â øèðèíó, �æàäíûé� àëãî-
ðèòì è äð. [1, 2, 3].

Â 1976 ã. Ì.Î. Ðàáèí ïîñòàâèë çàäà÷ó îáõî-
äà îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà êîíå÷íûì àâòîìà-
òîì [4]. Àâòîìàò íà ãðàôå àíàëîãè÷åí ìàøèíå
Òüþðèíãà: ÿ÷åéêå ëåíòû ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíà
ãðàôà, à äâèæåíèå âëåâî èëè âïðàâî ïî ëåíòå
çàìåíÿåòñÿ ïåðåõîäîì ïî îäíîé èç äóã, âûõîäÿ-
ùèõ èç òåêóùåé âåðøèíû ãðàôà. Íà ñåãîäíÿø-
íèé äåíü íàèáîëåå áûñòðûé àëãîðèòì ïðåäëîæåí
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â [5], îí èìååò îöåíêó nm + n2loglogn. Ïðè ïî-
âòîðíîì îáõîäå, êîãäà àâòîìàò ìîæåò èñïîëüçî-
âàòü ïîìåòêè, îñòàâëåííûå èì æå ïîñëå ïåðâî-
ãî îáõîäà, îöåíêà óìåíüøàåòñÿ äî nm + n2l(n),
ãäå l(n) � ÷èñëî ëîãàðèôìèðîâàíèé, ïðè êîòîðîì
äîñòèãàåòñÿ ñîîòíîøåíèå 1 ≤ log(log . . . (n) . . . )
< 2 [6]. Îòëè÷èå îò íèæíåé îöåíêè nm îáúÿñíÿ-
åòñÿ òåì, ÷òî àâòîìàòó áûâàåò íóæíî �âåðíóòü-
ñÿ� â íà÷àëî òîëüêî ÷òî ïðîéäåííîé äóãè.
Çà ïîñëåäíèå ãîäû ðàçìåð ðåàëüíî èñïîëüçóå-

ìûõ ñèñòåì è ñåòåé è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàçìåð èñ-
ñëåäóåìûõ ãðàôîâ íåïðåðûâíî ðàñò¼ò. Ïðîáëå-
ìû âîçíèêàþò òîãäà, êîãäà èññëåäîâàíèå ãðàôà
îäíèì àâòîìàòîì (êîìïüþòåðîì) ëèáî òðåáóåò
íåäîïóñòèìî áîëüøîãî âðåìåíè, ëèáî ãðàô íå ïî-
ìåùàåòñÿ â ïàìÿòè îäíîãî êîìïüþòåðà, ëèáî è
òî, è äðóãîå. Ïîýòîìó âîçíèêàåò çàäà÷à ïàðàë-
ëåëüíîãî è ðàñïðåäåë¼ííîãî èññëåäîâàíèÿ ãðà-
ôîâ. Ýòà çàäà÷à ôîðìàëèçóåòñÿ êàê çàäà÷à èñ-
ñëåäîâàíèÿ ãðàôà êîëëåêòèâîì àâòîìàòîâ.
Â [7] è [8] ïðåäëîæåíû àëãîðèòìû ðàáîòû òà-

êîãî êîëëåêòèâà àâòîìàòîâ. Ïðè ýòîì ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî àâòîìàòû íå ìîãóò íè÷åãî ïèñàòü â
âåðøèíû ãðàôà èëè ÷èòàòü èç íèõ, íî ìîãóò îá-
ìåíèâàòüñÿ ìåæäó ñîáîé ñîîáùåíèÿìè ñ ïîìî-
ùüþ ñåòè ñâÿçè, îðòîãîíàëüíîé ãðàôó, à òàêæå
ãåíåðèðîâàòü íîâûå àâòîìàòû. Íàèëó÷øàÿ ïîëó-
÷åííàÿ îöåíêà m + nD, ãäå D � äèàìåòð ãðàôà,
ò.å. äëèíà ìàêñèìàëüíîãî ïóòè (ìàðøðóòà áåç ñà-
ìîïåðåñå÷åíèé) â ãðàôå.
Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì êëàññè-

÷åñêóþ çàäà÷ó èññëåäîâàíèÿ ãðàôà àâòîìàòàìè,
îáìåí èíôîðìàöèåé ìåæäó êîòîðûìè ïðîèñõî-
äèò òîëüêî ÷åðåç ïàìÿòü âåðøèí ãðàôà. Ýòî ýê-
âèâàëåíòíî èññëåäîâàíèþ ãðàôà ñ ïîìîùüþ ñî-
îáùåíèé, êîòîðûìè îáìåíèâàþòñÿ ìåæäó ñîáîé
àâòîìàòû, íåïîäâèæíî �ñèäÿùèå� â âåðøèíàõ
ãðàôà, à äóãè ãðàôà èãðàþò ðîëü êàíàëîâ ïå-
ðåäà÷è ñîîáùåíèé. Àâòîìàò, íàõîäÿùèéñÿ â âåð-
øèíå, ïîñûëàåò ñîîáùåíèå ïî îäíîé èç äóã, âûõî-
äÿùèõ èç ýòîé âåðøèíû, è ÷åðåç êàêîå-òî âðåìÿ
òàêîå ñîîáùåíèå ïðèíèìàåòñÿ àâòîìàòîì â êîíöå
äóãè. Îöåíêà âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà çàâèñèò
îò ÷èñëà ñîîáùåíèé, êîòîðûå ìîãóò îäíîâðåìåí-
íî ïåðåäàâàòüñÿ ïî äóãå. Òàêîå ÷èñëî ìû áóäåì
íàçûâàòü ¼ìêîñòüþ äóãè è îáîçíà÷àòü k.
Êàê àëãîðèòìû èññëåäîâàíèÿ ãðàôà, òàê è

îöåíêà âðåìåíè èõ ðàáîòû, ñóùåñòâåííî çàâèñÿò
îò òîãî, èìåþò ëè àâòîìàòû â âåðøèíàõ ãðàôà

êàêóþ-òî èíôîðìàöèþ î ãðàôå, èëè êàæäûé àâ-
òîìàò íàõîäèòñÿ â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè è �íè÷å-
ãî íå çíàåò� î ãðàôå. Â äàííîé ðàáîòå ìû ïðåäëà-
ãàåì äâà àëãîðèòìà. Ïåðâûé àëãîðèòì âûïîëíÿ-
åò ïåðâè÷íûé îáõîä ãðàôà ñ ïîìîùüþ ïåðåñûëà-
åìûõ ñîîáùåíèé, êîãäà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå-
ìåíè âñå àâòîìàòû íàõîäÿòñÿ â íà÷àëüíîì ñîñòî-
ÿíèè. Ïîñëå çàâåðøåíèÿ îáõîäà àâòîìàòû îêàçû-
âàþòñÿ â òàêèõ êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèÿõ, êîòîðûå
ïîçâîëÿþò âûïîëíÿòü ïàðàëëåëüíîå âû÷èñëåíèå
òðåáóåìîé ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ âòîðîãî àëãîðèò-
ìà. Îáõîä ãðàôà âûïîëíÿåòñÿ çà âðåìÿ ïîðÿäêà
n/k + D, à âû÷èñëåíèå ôóíêöèè � çà âðåìÿ ïî-
ðÿäêà D.
Âòîðîé àëãîðèòì � ýòî àëãîðèòì ïóëüñàöèè,

îñíîâàííûé íà òîì, ÷òî ñíà÷àëà îò àâòîìàòà âû-
äåëåííîé íà÷àëüíîé âåðøèíû ïî âñåìó ãðàôó
ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñîîáùåíèÿ-âîïðîñû, êîòîðûå
äîëæíû äîñòèãíóòü êàæäîé âåðøèíû. À çàòåì
îò êàæäîé âåðøèíû �â îáðàòíóþ ñòîðîíó� ê íà-
÷àëüíîé âåðøèíå äâèãàþòñÿ ñîîáùåíèÿ-îòâåòû.
Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ïóëüñàöèè ìîæíî ïàðàë-
ëåëüíî âû÷èñëÿòü ëþáóþ ôóíêöèþ îò ìóëüòè-
ìíîæåñòâà çíà÷åíèé, çàïèñàííûõ â ïàìÿòè àâ-
òîìàòîâ ïî âñåì âåðøèíàì ãðàôà (ìû áóäåì
ãîâîðèòü �çàïèñàííûõ â âåðøèíàõ�). Âîò ëèøü
íåñêîëüêî ïðèìåðîâ òàêèõ ôóíêöèé:

1. Ìàêñèìóì ÷èñåë, çàïèñàííûõ â âåðøèíàõ
ãðàôà.

2. Â áîëåå îáùåì âèäå âìåñòî ìàêñèìóìà ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü ëþáóþ êîììóòàòèâíóþ è
àññîöèàòèâíóþ îïåðàöèþ íàä ÷èñëàìè: ìè-
íèìóì, ñëîæåíèå, ïðîèçâåäåíèå è ò.ä.

3. ×àñòíûå ñëó÷àè: ÷èñëî âåðøèí â ãðàôå, åñ-
ëè â êàæäîé âåðøèíå çàïèñàòü �1�, è ÷èñëî
äóã â ãðàôå, åñëè â êàæäîé âåðøèíå çàïè-
ñàòü ÷èñëî âûõîäÿùèõ äóã.

4. Äèçúþíêöèÿ ëîãè÷åñêèõ çíà÷åíèé, çàïèñàí-
íûõ â âåðøèíàõ ãðàôà.

5. Â áîëåå îáùåì âèäå âìåñòî äèçúþíêöèè
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáóþ êîììóòàòèâíóþ
è àññîöèàòèâíóþ îïåðàöèþ íàä ëîãè÷åñêèìè
çíà÷åíèÿìè: êîíúþíêöèþ, ýêâèâàëåíòíîñòü
è ò.ä.

6. Â åù¼ áîëåå îáùåì âèäå âìåñòî ÷èñåë èëè
ëîãè÷åñêèõ çíà÷åíèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü
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ëþáûå çíà÷åíèÿ è ëþáûå êîììóòàòèâíûå è
àññîöèàòèâíûå îïåðàöèè íàä íèìè.

7. Ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå, ñðåäíåå ãåîìåòðè-
÷åñêîå èëè ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îò ÷èñåë,
çàïèñàííûõ â âåðøèíàõ ãðàôà.

2. ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ ÎÁÕÎÄÀ

Òàì, ãäå ýòî íå ïðèâåä¼ò ê êîëëèçèÿì, ìû äëÿ
êðàòêîñòè áóäåì ãîâîðèòü �âåðøèíà�, èìåÿ â âè-
äó �àâòîìàò âåðøèíû� èëè �ïàìÿòü àâòîìàòà âåð-
øèíû�. Ïîñûëàÿ ñîîáùåíèå, àâòîìàò â âåðøèíå
äîëæåí óêàçûâàòü äóãó, âûõîäÿùóþ èç âåðøè-
íû, ïî êîòîðîé ñîîáùåíèå ïîñûëàåòñÿ. Ìû áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî äóãè, âûõîäÿùèå èç âåðøèíû,
ïåðåíóìåðîâàíû, íà÷èíàÿ ñ 1, è àâòîìàò óêàçû-
âàåò íîìåð äóãè.
Ïóñòü â ãðàôå ÷èñëî äóã ðàâíî m, ÷èñëî âåð-

øèí ðàâíî n, äëèíà ìàêñèìàëüíîãî ïóòè (ìàðø-
ðóòà áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé) ðàâíà D, ÷èñëî äóã,
âûõîäÿùèõ èç âåðøèíû, íå ïðåâûøàåò s0, à ÷èñ-
ëî äóã, âõîäÿùèõ â âåðøèíó, íå ïðåâûøàåò s1.
Î÷åâèäíî, m ≤ ns0. Ìû ïðåäëàãàåì àëãîðèòì
îáõîäà ãðàôà ñî ñëåäóþùèìè õàðàêòåðèñòèêàìè:

• ïàìÿòü àâòîìàòà âåðøèíû O(nDlogs0),

• ðàçìåð ñîîáùåíèÿ O(Dlogs0),

• ¼ìêîñòü äóãè k,

• âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà O(n/k + D).

Çàìå÷àíèå 2.1: Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñûëêà ïî äóãå
îäíîâðåìåííî k′ ≤ k ñîîáùåíèé ðàçìåðîì z áèò
ýêâèâàëåíòíà ïîñûëêå ïî äóãå îäíîãî ñîîáùåíèÿ
ðàçìåðîì k′z áèò, èëè, â îáùåì ñëó÷àå, ïîñûëêå
k1 ñîîáùåíèé ðàçìåðîì k2z, ãäå k1k2 = k. Òåì ñà-
ìûì îöåíêà âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà ïðè ðàç-
ìåðå ñîîáùåíèÿ z áèò è ¼ìêîñòè äóãè k ñîîáùå-
íèé ñîâïàäàåò ñ îöåíêîé âðåìåíè ðàáîòû àëãî-
ðèòìà ïðè ðàçìåðå ñîîáùåíèÿ k1z áèò è ¼ìêîñòè
äóãè k2 ñîîáùåíèé, ãäå k1k2 = k. Ïîýòîìó íàø
àëãîðèòì ïîñëå òðèâèàëüíîé ìîäèôèêàöèè èìå-
åò ñëåäóþùèå õàðàêòåðèñòèêè:

• ïàìÿòü àâòîìàòà âåðøèíû O(nDlogs0),

• ðàçìåð ñîîáùåíèÿ O(k2Dlogs0),

• ¼ìêîñòü äóãè k1,

• âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà O(n/k1k2 + D).

Äëÿ îöåíêè âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà ìû áó-
äåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âðåìåíåì ñðàáàòûâàíèÿ
àâòîìàòà â âåðøèíå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, à âðå-
ìÿ ïåðåäà÷è ñîîáùåíèÿ ïî äóãå îãðàíè÷åíî ñâåð-
õó 1 òàêòîì.
Îäíè ñîîáùåíèÿ ïîñûëàþòñÿ èç âåðøèíû ñðà-

çó ïî âñåì âûõîäÿùèì äóãàì, äðóãèå � òîëüêî ïî
÷àñòè âûõîäÿùèõ äóã, à òðåòüè � òîëüêî ïî îä-
íîé âûõîäÿùåé äóãå. Òåì íå ìåíåå äëÿ ïðîñòîòû
ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñîîáùåíèå îæèäàåò â âåð-
øèíå îñâîáîæäåíèÿ ñðàçó âñåõ âûõîäÿùèõ äóã.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ àâòîìàòà âåðøèíû íå íóæåí
ñèãíàë îá îñâîáîæäåíèè äàííîé âûõîäÿùåé äó-
ãè, à äîñòàòî÷íî îáùåãî ñèãíàëà îá îñâîáîæäå-
íèè âñåõ âûõîäÿùèõ äóã. Òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî àâòîìàò â îáùåì ñëó÷àå ïîñûëàåò ïî äóãå
ñðàçó íåñêîëüêî ñîîáùåíèé, íî íå áîëåå k � ¼ì-
êîñòè äóãè.
Â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà ñòðîÿòñÿ îñòî-

âû ãðàôà: ïðÿìîé îñòîâ, îðèåíòèðîâàííûé îò
êîðíÿ, è îáðàòíûé îñòîâ, îðèåíòèðîâàííûé ê
êîðíþ. Äóãè, âûõîäÿùèå èç âåðøèíû: ïðÿìûå
äóãè � äóãè ïðÿìîãî îñòîâà, õîðäû � îñòàëüíûå
âûõîäÿùèå äóãè, îáðàòíàÿ äóãà � äóãà îáðàòíî-
ãî îñòîâà (ìîæåò áûòü êàê ïðÿìîé äóãîé, òàê è
õîðäîé). Ïðÿìîé ïóòü � ïóòü èç ïðÿìûõ äóã îò
êîðíÿ. Îáðàòíûé ïóòü � ïóòü èç îáðàòíûõ äóã
äî êîðíÿ. Âåêòîðîì ìàðøðóòà áóäåì íàçûâàòü
ñïèñîê íîìåðîâ äóã ìàðøðóòà â ãðàôå. Â àëãî-
ðèòìå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî âåêòîðà ïó-
òåé äëèíû íå áîëåå D è êîíòóðîâ (öèêëîâ, â êî-
òîðûõ âåðøèíà íå âñòðå÷àåòñÿ äâàæäû) äëèíû
íå áîëåå D + 1. Âåêòîð âåðøèíû � ýòî âåêòîð
ïðÿìîãî ïóòè äî ýòîé âåðøèíû. Êîðåíü èìååò
ïóñòîé âåêòîð ε. Ðàçìåð âåêòîðà ïóòè èëè êîí-
òóðà O(Dlogs0). Ðàçìåð ñîîáùåíèÿ â îïèñûâàå-
ìîì íèæå àëãîðèòìå ðàâåí O(1) âåêòîðîâ, ò.å.
O(Dlogs0) áèò.
Íàøå îïèñàíèå àëãîðèòìà ìû ðàçîáü¼ì íà

÷åòûðå ÷àñòè. Ïåðâàÿ ÷àñòü ñòðîèò îáðàòíûé
îñòîâ, âòîðàÿ ÷àñòü � ýòî �ñòîïîð�, îïðåäåëÿþ-
ùèé êîíåö ïîñòðîåíèÿ îáðàòíîãî îñòîâà, òðåòüÿ
÷àñòü ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ðàçìåòêè äóã, âûõîäÿ-
ùèõ èç âåðøèíû, íà ïðÿìûå è õîðäû, ÷åòâ¼ðòàÿ
÷àñòü óñòàíàâëèâàåò â âåðøèíàõ ñ÷¼ò÷èêè âõîäÿ-
ùèõ îáðàòíûõ äóã. Òàêàÿ ðàçìåòêà ãðàôà (÷åðåç
ïàìÿòü àâòîìàòîâ âåðøèí) èñïîëüçóåòñÿ â äàëü-
íåéøåì àëãîðèòìîì ïóëüñàöèè.
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2.1. Ïåðâàÿ ÷àñòü àëãîðèòìà

Èñïîëüçóþòñÿ ÷åòûðå òèïà ñîîáùåíèÿ:
Ñòàðò , Ïîèñê êîðíÿ , Ïðÿìîå è Îáðàò-

íîå . Ñîîáùåíèå ìîæåò áûòü ëèáî ñîçäàíî â
âåðøèíå, ëèáî ïðèäòè â âåðøèíó ïî âõîäÿùåé
äóãå. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìû áóäåì äëÿ êðàòêîñòè
ãîâîðèòü �âåðøèíà ïîëó÷àåò ñîîáùåíèå�.
Ñîîáùåíèå Ñòàðò ñîçäà¼òñÿ êîðíåì â íà-

÷àëå ðàáîòû (ïðè ïîëó÷åíèè èçâíå ñîîáùåíèÿ
Ñòàðò , êîòîðîå èíèöèèðóåò ðàáîòó àëãîðèò-
ìà) è íàïðàâëÿåòñÿ âñåì âåðøèíàì. Åãî öåëü �
ñîîáùèòü êàæäîé âåðøèíå å¼ âåêòîð è èíèöèèðî-
âàòü ðàññûëêó ñîîáùåíèé Ïîèñê êîðíÿ . Êàæ-
äàÿ âåðøèíà (íà÷èíàÿ ñ êîðíÿ), ïîëó÷èâ ñîîá-
ùåíèå Ñòàðò ïåðâûé ðàç, ðàññûëàåò åãî ïî
âñåì âûõîäÿùèì äóãàì, à ïîâòîðíûå ñîîáùåíèÿ
Ñòàðò èãíîðèðóåò. Ñîîáùåíèå ñîäåðæèò âåê-

òîð ìàðøðóòà, êîòîðûé îíî ïðîõîäèò. Âåðøè-
íà (â òîì ÷èñëå êîðåíü), ïîñûëàÿ ñîîáùåíèå ïî
âûõîäÿùåé äóãå ñ íîìåðîì i, äîáàâëÿåò i â êîíåö
âåêòîðà ìàðøðóòà. Ïîëó÷àÿ ñîîáùåíèå ïåðâûé
ðàç, âåðøèíà çàïîìèíàåò âåêòîð ìàðøðóòà (î÷å-
âèäíî, ýòî áóäåò ïóòü) èç ñîîáùåíèÿ êàê ñâîé
âåêòîð âåðøèíû; âåêòîð êîðíÿ ïóñòîé.
Ñîîáùåíèå Ïîèñê êîðíÿ ñîçäà¼òñÿ âåðøè-

íîé, êîãäà îíà ïîëó÷àåò ïåðâûé ðàç ñîîáùåíèå
Ñòàðò . Ýòó âåðøèíó áóäåì íàçûâàòü èíèöèà-
òîðîì ñîîáùåíèÿ Ïîèñê êîðíÿ . Öåëü ñîîáùå-
íèÿ Ïîèñê êîðíÿ � ïðîéòè íåêîòîðûé ïóòü îò
èíèöèàòîðà äî êîðíÿ è ñîîáùèòü êîðíþ âåêòîð
ýòîãî ïóòè. Êîðåíü â îòâåò ïîñûëàåò ñîîáùå-
íèå Ïðÿìîå , êîòîðîå ïðåäíàçíà÷åíî èíèöèàòî-
ðó. Îáà ýòè ñîîáùåíèÿ ñîäåðæàò êàê ïàðàìåòð
âåêòîð èíèöèàòîðà. Â êàæäîé âåðøèíå õðàíèò-
ñÿ ñïèñîê âåêòîðîâ èíèöèàòîðîâ èç òåõ ñîîáùå-
íèé Ïîèñê êîðíÿ èëè Ïðÿìîå , êîòîðûå ïîÿâ-
ëÿëèñü â ýòîé âåðøèíå. Âíà÷àëå ñïèñîê ïóñòîé.
Êàê òîëüêî âåðøèíà ïåðâûé ðàç ïîëó÷àåò ñî-
îáùåíèå Ïîèñê êîðíÿ èëè Ïðÿìîå ñ äàííûì
âåêòîðîì èíèöèàòîðà, îíà ïîìåùàåò åãî â ñïè-
ñîê. Ñîáñòâåííûé âåêòîð âåðøèíû ìîæíî õðà-
íèòü êàê ïåðâûé ýëåìåíò ñïèñêà; ýòîò ýëåìåíò
áóäåò ïóñòûì, åñëè âåðøèíà åù¼ íå èìååò ñîá-
ñòâåííîãî âåêòîðà, ò.å. íå ïîëó÷àëà ñîîáùåíèÿ
Ñòàðò .
Ñîîáùåíèå Ïîèñê êîðíÿ ðàññûëàåòñÿ �âåå-

ðîì� òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíî ïðîøëî ïî êàæ-
äîé äóãå ðîâíî îäèí ðàç. Äëÿ ýòîãî âåêòîð èíè-
öèàòîðà â ñîîáùåíèè ñðàâíèâàåòñÿ ñ âåêòîðàìè

èç ñïèñêà âåêòîðîâ èíèöèàòîðîâ. Åñëè ñîîáùå-
íèå ïåðâîå, îíî ðàññûëàåòñÿ ïî âñåì âûõîäÿùèì
äóãàì, à âåêòîð èíèöèàòîðà èç ñîîáùåíèÿ äî-
áàâëÿåòñÿ â ñïèñîê âåêòîðîâ èíèöèàòîðîâ. Ïî-
âòîðíûå ñîîáùåíèÿ èãíîðèðóþòñÿ. Êðîìå âåê-

òîðà èíèöèàòîðà, ñîîáùåíèå Ïîèñê êîðíÿ ñî-
äåðæèò âåêòîð ìàðøðóòà, êîòîðûé îíî ïðîõî-
äèò. Êîãäà êîðåíü ïåðâûé ðàç ïîëó÷àåò ñîîáùå-
íèå Ïîèñê êîðíÿ ñ äàííûì âåêòîðîì èíèöèà-

òîðà, îí ñîçäà¼ò ñîîáùåíèå Ïðÿìîå ñ òåìè æå
âåêòîðîì èíèöèàòîðà è âåêòîðîì ìàðøðóòà.
Çàìåòèì, ÷òî çäåñü âåêòîð èíèöèàòîðà � ýòî
âåêòîð ïðÿìîãî ïóòè îò êîðíÿ äî èíèöèàòîðà, à
âåêòîð ìàðøðóòà � ýòî âåêòîð íåêîòîðîãî ïóòè
îò èíèöèàòîðà äî êîðíÿ.

Ñîîáùåíèå Ïðÿìîå ñîçäà¼òñÿ êîðíåì, êîãäà
îí ïåðâûé ðàç ïîëó÷àåò ñîîáùåíèå Ïîèñê êîð-
íÿ ñ äàííûì âåêòîðîì èíèöèàòîðà. Îíî íà-
ïðàâëÿåòñÿ ïî ïðÿìîìó ïóòè äî èíèöèàòîðà. Åãî
öåëü � ñîîáùèòü èíèöèàòîðó âåêòîð ïóòè îò
èíèöèàòîðà äî êîðíÿ. Êîãäà âåðøèíà ïîëó÷àåò
ñîîáùåíèå Ïðÿìîå ñ äàííûì âåêòîðîì èíèöè-

àòîðà x, îíà ñðàâíèâàåò åãî ñ ñîáñòâåííûì âåê-

òîðîì âåðøèíû y. Ïîñêîëüêó ñîîáùåíèå Ïðÿ-
ìîå äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîìó ïóòè äî èíèöèàòîðà,
y ≤ x. Åñëè y < x, òî äëÿ íåêîòîðîãî íîìåðà
äóãè i èìååò ìåñòî y · i ≤ x, è ñîîáùåíèå áåç èç-
ìåíåíèÿ ïîñûëàåòñÿ ïî âûõîäÿùåé äóãå i. Åñëè
y = x, ò.å. âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ èíèöèàòîðîì äëÿ
ýòîãî ñîîáùåíèÿ, òî âåðøèíà ñîçäà¼ò ñîîáùåíèå
Îáðàòíîå , êîòîðîå ñîäåðæèò òîò æå âåêòîð ïó-
òè îò èíèöèàòîðà äî êîðíÿ. Ïîâòîðèì, ÷òî êàê
òîëüêî âåðøèíà ïåðâûé ðàç ïîëó÷àåò ñîîáùåíèå
Ïðÿìîå ñ äàííûì âåêòîðîì èíèöèàòîðà, îíà
ïîìåùàåò åãî â ñïèñîê äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñëåäó-
þùèå ñîîáùåíèÿ Ïîèñê êîðíÿ ñ òåì æå èíèöè-
àòîðîì èãíîðèðîâàëèñü.

Ñîîáùåíèå Îáðàòíîå ñîçäà¼òñÿ âåðøèíîé,
êîãäà îíà ïîëó÷àåò àäðåñîâàííîå åé ñîîáùåíèå
Ïðÿìîå . Åãî öåëü � ðàçìåòèòü îáðàòíûé ïóòü
îò ýòîé âåðøèíû äî êîðíÿ, çàäàâàåìûé âåêòî-

ðîì ïóòè èç ñîîáùåíèÿ Ïðÿìîå . Êîãäà âåðøè-
íà (íå êîðåíü) ïîëó÷àåò (ñîçäà¼ò èëè ïðèíèìàåò
ïî âõîäÿùåé äóãå) ñîîáùåíèå Îáðàòíîå ñ âåê-
òîðîì ïóòè âèäà i·x, äóãà ñ íîìåðîì i îòìå÷àåò-
ñÿ êàê îáðàòíàÿ, è ïî íåé ïîñûëàåòñÿ ñîîáùåíèå
Îáðàòíîå ñ âåêòîðîì ïóòè x. Êîðåíü èãíîðè-
ðóåò ñîîáùåíèå Îáðàòíîå (êîòîðîå, î÷åâèäíî,
ïðèõîäèò â êîðåíü ñ ïóñòûì âåêòîðîì ïóòè).
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Ñîîáùåíèÿ Îáðàòíîå �ñóììèðóþòñÿ� â âåð-
øèíå â îæèäàíèè îñâîáîæäåíèÿ âûõîäÿùèõ äóã.
Áîëåå òî÷íî: åñëè â âåðøèíå åñòü ñîîáùåíèå
Îáðàòíîå , îæèäàþùåå îñâîáîæäåíèÿ äóã, òî
âíîâü ïîñòóïàþùèå ñîîáùåíèÿ ýòîãî òèïà èãíî-
ðèðóþòñÿ.
Óòâåðæäåíèå 2.1: Ïåðâàÿ ÷àñòü àëãîðèòìà

ñòðîèò îáðàòíûé îñòîâ ñèëüíî ñâÿçíîãî ãðàôà.
Äîêàçàòåëüñòâî:
Ïî îïèñàíèþ àëãîðèòìà â êàæäîé âåðøèíå,

êðîìå êîðíÿ, ïîÿâëÿåòñÿ íå áîëåå îäíîé îáðàò-
íîé äóãè. Êàæäûé ðàç, êîãäà íåêîòîðàÿ âûõîäÿ-
ùàÿ èç âåðøèíû äóãà îáúÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé, ïî
íåé ïîñûëàåòñÿ ñîîáùåíèå, êîòîðîå ãàðàíòèðî-
âàííî äîõîäèò äî êîðíÿ, áûòü ìîæåò, ïî äîðîãå
�ñóììèðóÿñü� ñ æäóùèìè ñîîáùåíèÿìè Îáðàò-
íîå . Ïîýòîìó åñëè â âåðøèíå ïîÿâèëàñü îáðàò-
íàÿ äóãà, òî ïîÿâèòñÿ è ïóòü ïî îáðàòíûì äóãàì
èç ýòîé âåðøèíû äî êîðíÿ.
×èñëî âñåõ ïåðåñûëîê ñîîáùåíèé ïî äóãàì êî-

íå÷íî. Äåéñòâèòåëüíî, ñîîáùåíèå Ñòàðò ïî
êàæäîé äóãå ïðîõîäèò ðîâíî îäèí ðàç, ïîýòîìó
÷èñëî ïåðåñûëîê ïî äóãàì òàêèõ ñîîáùåíèé ðàâ-
íî ÷èñëó äóãm. ÑîîáùåíèåÏîèñê êîðíÿ ñ äàí-
íûì âåêòîðîì èíèöèàòîðà ïðîõîäèò ïî êàæäîé
äóãå òîæå ðîâíî îäèí ðàç, à ÷èñëî ðàçëè÷íûõ
èíèöèàòîðîâ ðàâíî ÷èñëó âåðøèí, îòëè÷íûõ îò
êîðíÿ, ò.å. n − 1, ïîýòîìó ÷èñëî ïåðåñûëîê ïî
äóãàì ñîîáùåíèé Ïîèñê êîðíÿ íå ïðåâîñõîäèò
(n− 1)m. Ñîîáùåíèÿ Ïðÿìîå è Îáðàòíîå ñî-
çäàþòñÿ ïî îäíîìó äëÿ êàæäîãî èíèöèàòîðà, è
êàæäîå òàêîå ñîîáùåíèå ïðîõîäèò ïóòü äëèíû íå
áîëåå D, ïîýòîìó ñóììàðíîå ÷èñëî ïåðåñûëîê ïî
äóãàì òàêèõ ñîîáùåíèé íå áîëåå 2(n−1)D. Òàêèì
îáðàçîì, îáùåå ÷èñëî âñåõ ïåðåñûëîê ñîîáùåíèé
ïî äóãàì êîíå÷íî. À òîãäà, ïîñêîëüêó ïî êàæäîé
äóãå ñîîáùåíèå ïåðåñûëàåòñÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ
(íå áîëåå òàêòà), ÷åðåç êîíå÷íîå âðåìÿ íà ãðàôå
íå áóäåò ñîîáùåíèé ýòèõ ÷åòûð¼õ òèïîâ. Ïîêà-
æåì, ÷òî â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè îáðàòíûé îñòîâ
ïîñòðîåí.
Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî â êàæäîé

âåðøèíå, êðîìå êîðíÿ, ïîÿâèëàñü îáðàòíàÿ äó-
ãà. Äîïóñòèì, ýòî íå òàê: íàéä¼òñÿ âåðøèíà a,
îòëè÷íàÿ îò êîðíÿ, â êîòîðîé íå ïîÿâèëàñü îá-
ðàòíàÿ äóãà. Ïîñêîëüêó ãðàô ñèëüíî ñâÿçíûé,
âåðøèíà a äîñòèæèìà èç êîðíÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,
âåðøèíà a ïîëó÷àëà ñîîáùåíèå Ñòàðò , ïîñëå
÷åãî èç âåðøèíû a �âååðîì� ðàññûëàëîñü ñîîáùå-

íèåÏîèñê êîðíÿ . Ïîñêîëüêó ãðàô ñèëüíî ñâÿç-
íûé, ýòî ñîîáùåíèå äîéä¼ò äî êîðíÿ, ïîñëå ÷åãî
êîðåíü ïîøë¼ò ïî ïðÿìîìó ïóòè â âåðøèíó a ñî-
îáùåíèå Ïðÿìîå . Êîãäà ýòî ñîîáùåíèå ïðèä¼ò
â âåðøèíó a, â íåé ïîÿâèòñÿ îáðàòíàÿ äóãà, åñëè
îíà íå ïîÿâèòñÿ ðàíüøå. Ìû ïðèøëè ê ïðîòèâî-
ðå÷èþ, ñëåäîâàòåëüíî, íàøå äîïóùåíèå áûëî íå
âåðíî.
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

2.2. Âòîðàÿ ÷àñòü àëãîðèòìà

Çàäà÷à ýòîé ÷àñòè � îïðåäåëèòü êîíåö ïîñòðî-
åíèÿ îáðàòíîãî îñòîâà. Èäåÿ îñíîâàíà íà ïîäñ÷¼-
òå â êîðíå ÷èñëà äóã ãðàôà òàêèì îáðàçîì, ÷òî
äëÿ êàæäîé äóãè a → b êîðåíü ñíà÷àëà ïîëó÷à-
åò ñîîáùåíèå îò íà÷àëà äóãè a, â êîòîðîì äëÿ
äóãè a → b èìååòñÿ �+1�, à çàâåäîìî ïîçæå �
ñîîáùåíèå îò êîíöà äóãè b, â êîòîðîì äëÿ äóãè
a → b èìååòñÿ �−1�. Êðîìå òîãî, ýòî ïîñëåäíåå
ñîîáùåíèå îò êîíöà äóãè b ïðèõîäèò â êîðåíü
çàâåäîìî ïîçæå ñîîáùåíèÿ, ïîñûëàåìîãî èç b è
ñîäåðæàùåãî �+1� äëÿ êàæäîé äóãè, âûõîäÿùåé
èç b. Äëÿ ýòîãî ìîäèôèöèðóåòñÿ ñîîáùåíèå Ïî-
èñê êîðíÿ è èñïîëüçóþòñÿ äâà äîïîëíèòåëüíûõ
ñîîáùåíèÿ: Ôèíèø è Ìèíóñ.
Ïðè ñîçäàíèè ñîîáùåíèÿ Ïîèñê êîðíÿ èíè-

öèàòîð äîáàâëÿåò â ñîîáùåíèå åù¼ îäèí ïàðà-
ìåòð: ÷èñëî äóã, âûõîäÿùèõ èç èíèöèàòîðà. Áó-
äåì ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ êàæäîé äóãè, âûõîäÿùåé
èç èíèöèàòîðà, â ñîîáùåíèè Ïîèñê êîðíÿ èìå-
åòñÿ �+1�. Êîðåíü âåä¼ò ñ÷¼ò÷èê äóã, êîòîðûé
âíà÷àëå óñòàíàâëèâàåòñÿ ðàâíûì ÷èñëó äóã, âû-
õîäÿùèõ èç êîðíÿ. Ïðè ïîëó÷åíèè (íå èãíîðèðó-
åìîãî) ñîîáùåíèÿ Ïîèñê êîðíÿ êîðåíü ïðèáàâ-
ëÿåò ÷èñëî äóã èç ñîîáùåíèÿ ê ýòîìó ñ÷¼ò÷èêó

äóã.
Ñîîáùåíèå Ôèíèø ñîçäà¼òñÿ êîðíåì â íà-

÷àëå ðàáîòû (ïðè ïîëó÷åíèè èçâíå ñîîáùåíèÿ
Ñòàðò) è ïîñûëàåòñÿ ïî âñåì äóãàì, âûõîäÿùèì
èç êîðíÿ. Ëþáàÿ äðóãàÿ âåðøèíà (íå êîðåíü) ñî-
çäà¼ò ñîîáùåíèå Ôèíèø ïðè ïîëó÷åíèè ñîîá-
ùåíèÿ Ïðÿìîå è ïîñûëàåò ñîîáùåíèå Ôèíèø
ïî âñåì âûõîäÿùèì äóãàì. Öåëü ñîîáùåíèÿ Ôè-
íèø � èíèöèèðîâàòü â êîíöå äóãè, ïî êîòîðîé
îíî ïîñûëàåòñÿ, ñîçäàíèå ñîîáùåíèÿ Ìèíóñ.
Äî òåõ ïîð, ïîêà â âåðøèíå, îòëè÷íîé îò êîð-

íÿ, íåò îáðàòíîé äóãè, îíà âåä¼ò ñ÷¼ò÷èê ÷èñ-

ëà âõîäÿùèõ äóã êàê ÷èñëà ïîëó÷åííûõ åþ ñîîá-
ùåíèé Ôèíèø . Ïðè ïîÿâëåíèè îáðàòíîé äóãè
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âåðøèíà ïîñûëàåò ïî îáðàòíîìó ïóòè ñîîáùåíèå
Ìèíóñ ñ ïàðàìåòðîì ÷èñëî äóã, ðàâíûì òåêó-
ùåìó çíà÷åíèþ ñ÷¼ò÷èêà ÷èñëà âõîäÿùèõ äóã,
åñëè îíî áîëüøå íóëÿ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ
êàæäîé èç ýòèõ äóã â ñîîáùåíèè Ìèíóñ èìå-
åòñÿ �−1�. Ïîñëå ïîÿâëåíèÿ â âåðøèíå îáðàòíîé
äóãè êàæäîå ïîëó÷åíèå ñîîáùåíèÿÔèíèø èíè-
öèèðóåò ïîñûëêó èç âåðøèíû ïî îáðàòíîìó ïóòè
ñîîáùåíèÿÌèíóñ ñ ïàðàìåòðîì ÷èñëî äóã, ðàâ-
íûì 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ ýòîé äóãè â ñîîá-
ùåíèèÌèíóñ èìååòñÿ �−1�. ÑîîáùåíèåÌèíóñ

ïåðåäà¼òñÿ áåç èçìåíåíèÿ âåðøèíàìè ïî îáðàò-
íîìó ïóòè äî êîðíÿ. Êîðåíü, ïîëó÷èâ ñîîáùåíèå
Ìèíóñ, âû÷èòàåò èç ñâîåãî ñ÷¼ò÷èêà äóã ïàðà-
ìåòð ÷èñëî äóã èç ñîîáùåíèÿ Ìèíóñ.
Ñîîáùåíèÿ Ìèíóñ ñóììèðóþòñÿ â âåðøèíå

â îæèäàíèè îñâîáîæäåíèÿ äóã. Åñëè â âåðøèíå
óæå åñòü ñîîáùåíèå Ìèíóñ, îæèäàþùåå îñâî-
áîæäåíèÿ äóã, è ïðèõîäèò íîâîå ñîîáùåíèåÌè-

íóñ, òî ñîõðàíÿåòñÿ îäíî ñîîáùåíèå Ìèíóñ, â
êîòîðîì ïàðàìåòð ÷èñëî äóã ðàâåí ñóììå ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ïàðàìåòðîâ îáîèõ ýòèõ ñîîáùåíèé.
Óòâåðæäåíèå 2.2: ×åðåç êîíå÷íîå âðåìÿ ñ÷¼ò-

÷èê äóã â êîðíå îáíóëèòñÿ. Â ýòîò ìîìåíò âðå-
ìåíè îáðàòíûé îñòîâ óæå ïîñòðîåí.
Äîêàçàòåëüñòâî:
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ äóãó ab. Åñëè a êî-

ðåíü, òî â ñàìîì íà÷àëå ñ÷¼ò÷èê äóã â êîðíå óâå-
ëè÷èòñÿ íà 1 äëÿ äóãè ab. Çàòåì êîðåíü ïîøë¼ò
ñîîáùåíèåÔèíèø , êîòîðîå ÷åðåç êîíå÷íîå âðå-
ìÿ äîéä¼ò äî âåðøèíû b. Åñëè âåðøèíà a íå êî-
ðåíü, òî îíà ïîëó÷èò ïåðâîå ñîîáùåíèå Ñòàðò
÷åðåç êîíå÷íîå âðåìÿ, ïîñëå ÷åãî ñîçäàñò ñîîá-
ùåíèå Ïîèñê êîðíÿ , â êîòîðîì äëÿ äóãè ab áó-
äåò �+1�. ×åðåç êîíå÷íîå âðåìÿ ýòî ñîîáùåíèå
äîéä¼ò äî êîðíÿ, è ñ÷¼ò÷èê äóã â êîðíå óâåëè-
÷èòñÿ íà 1 äëÿ äóãè ab. Çàòåì îò êîðíÿ äî âåð-
øèíû a äîéä¼ò ñîîáùåíèå Ïðÿìîå . Ïîñëå ýòîãî
ïî äóãå ab áóäåò ïîñëàíî ñîîáùåíèåÔèíèø , êî-
òîðîå äîéä¼ò â âåðøèíó b ÷åðåç êîíå÷íîå âðåìÿ.
Òàêæå ÷åðåç êîíå÷íîå âðåìÿ â âåðøèíå b ïîÿâèò-
ñÿ îáðàòíàÿ äóãà. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åðåç êîíå÷íîå
âðåìÿ ïðîèçîéäóò îáà ñîáûòèÿ: ïîëó÷åíèå âåð-
øèíîé b ñîîáùåíèÿ Ôèíèø è ïîÿâëåíèå ó íå¼
îáðàòíîé äóãè. Â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè èç âåðøè-
íû b ïî îáðàòíîé äóãå áóäåò ïîñëàíî ñîîáùåíèå
Ìèíóñ ñ �−1� äëÿ äóãè ab. ×åðåç êîíå÷íîå âðå-
ìÿ ýòî ñîîáùåíèå äîéä¼ò äî êîðíÿ è êîðåíü èç
ñâîåãî ñ÷¼ò÷èêà äóã âû÷òåò 1 äëÿ äóãè ab. Òåì

ñàìûì äëÿ êàæäîé äóãè êîðåíü ñíà÷àëà îäèí ðàç
ïðèáàâèò ê ñâîåìó ñ÷¼ò÷èêó äóã 1, à ïîòîì îäèí
ðàç âû÷òåò 1. Òåì ñàìûì ÷åðåç êîíå÷íîå âðåìÿ,
êîãäà ýòî ïðîèçîéä¼ò äëÿ âñåõ äóã, ñ÷¼ò÷èê äóã

â êîðíå îáíóëèòñÿ.
Ïîêàæåì, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ñ÷¼ò-

÷èê äóã â êîðíå îáíóëÿåòñÿ, îáðàòíûé îñòîâ
óæå ïîñòðîåí. Îòíîñèòåëüíî êàæäîé äóãè êî-
ðåíü ñíà÷àëà îäèí ðàç ïîëó÷àåò �+1� â ñîîáùå-
íèè Ïîèñê êîðíÿ , îòïðàâëÿåìîì èç íà÷àëà äó-
ãè, à ïîòîì îäèí ðàç ïîëó÷àåò `‘−1� â ñîîáùåíèè
Ìèíóñ, îòïðàâëÿåìîì èç êîíöà äóãè. Ïîýòîìó
â ìîìåíò îáíóëåíèÿ ñ÷¼ò÷èêà äóã îòíîñèòåëüíî
êàæäîé äóãè êîðåíü ëèáî ïîëó÷èë �+1� è �−1�,
ëèáî íå ïîëó÷èë íè �+1�, íè �−1�. Äîïóñòèì,
óòâåðæäåíèå íå âåðíî: íàéä¼òñÿ âåðøèíà, â êî-
òîðîé åù¼ íå ïîÿâèëàñü îáðàòíàÿ äóãà. Ïîñêîëü-
êó ãðàô ñèëüíî ñâÿçíûé, íàéä¼òñÿ ïóòü îò êîðíÿ
äî ýòîé âåðøèíû. Îòíîñèòåëüíî ïîñëåäíåé äóãè
ýòîãî ïóòè êîðåíü íå ïîëó÷àë �−1�, ñëåäîâàòåëü-
íî, íå ïîëó÷àë �+1�. Îáîçíà÷èì ÷åðåç bc ïåðâóþ
äóãó íà ýòîì ïóòè, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé êîðåíü
íå ïîëó÷àë íè �+1�, íè �−1�. Ïîñêîëüêó êîðåíü
ñðàçó äîáàâëÿåò ê ñ÷¼ò÷èêó äóã �+1� äëÿ êàæ-
äîé âûõîäÿùåé èç êîðíÿ äóãè, âåðøèíà b � íå
êîðåíü. Òîãäà ÷åðåç ab îáîçíà÷èì ïðåäûäóùóþ
äóãó íà ïóòè. Êîðåíü ïîëó÷èë èç âåðøèíû b ñî-
îáùåíèå Ìèíóñ ñ �−1� îòíîñèòåëüíî äóãè ab.
Íî òîãäà êîðåíü äî ýòîãî ïîëó÷èë èç âåðøèíû
b ñîîáùåíèå Ïîèñê êîðíÿ ñ �+1� îòíîñèòåëüíî
äóãè bc, ÷òî íå âåðíî. Ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå-
÷èþ, ñëåäîâàòåëüíî, íàøå äîïóùåíèå íå âåðíî,
è îáðàòíûé îñòîâ óæå ïîñòðîåí.
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

2.3. Òðåòüÿ ÷àñòü àëãîðèòìà

Ýòà ÷àñòü ðàçìå÷àåò â êàæäîé âåðøèíå âûõî-
äÿùèå äóãè êàê ïðÿìûå äóãè è õîðäû. Ñíà÷àëà
âñå âûõîäÿùèå äóãè áóäåì ñ÷èòàòü õîðäàìè. Çà-
òåì êàæäàÿ äóãà ab, ïî êîòîðîé ïîñûëàåòñÿ ñî-
îáùåíèå Ïðÿìîå , îòìå÷àåòñÿ êàê ïðÿìàÿ äóãà
â âåðøèíå a.
Óòâåðæäåíèå 2.3: Êîãäà â êîðíå îáíóëèòñÿ

ñ÷¼ò÷èê äóã, âñå äóãè ïðàâèëüíî ðàçìå÷åíû êàê
õîðäû èëè ïðÿìûå.
Äîêàçàòåëüñòâî:
Ïîñêîëüêó ñîîáùåíèå Ïðÿìîå íàïðàâëÿåòñÿ

èç êîðíÿ ïî ïðÿìîìó ïóòè â êàæäóþ âåðøèíó,
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âñå ïðÿìûå äóãè ðàíî èëè ïîçäíî áóäóò îòìå-
÷åíû. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî ïðîèçîéä¼ò äî îáíóëå-
íèÿ ñ÷¼ò÷èêà äóã â êîðíå. Ðàññìîòðèì ïðîèç-
âîëüíóþ ïðÿìóþ äóãó ab. Ïîñêîëüêó ãðàô ñèëü-
íî ñâÿçåí, èìååòñÿ íåêîòîðàÿ äóãà bc. Îáíóëåíèå
ñ÷¼ò÷èêà äóã â êîðíå ïðîèçîéä¼ò òîëüêî ïîñëå
òîãî, êàê èç âåðøèíû c áóäåò ïîñëàíî ñîîáùå-
íèå Ìèíóñ ñ �−1� äëÿ äóãè bc, è ýòî ñîîáùåíèå
äîéä¼ò äî êîðíÿ. Íî òàêîå ñîîáùåíèå ïîñûëàåòñÿ
òîëüêî ïîñëå òîãî, êàê ïî äóãå bc áóäåò ïîñëàíî
ñîîáùåíèåÔèíèø , à ýòî ñîîáùåíèå ïîñûëàåòñÿ
òîëüêî ïîñëå òîãî, êàê âåðøèíà b ïîëó÷èò ñîîá-
ùåíèå Ïðÿìîå , êîòîðîå äîëæíî ïðîéòè ïî ïðÿ-
ìîé äóãå ab è îòìåòèòü â âåðøèíå a äóãó ab êàê
ïðÿìóþ.
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

2.4. ×åòâ¼ðòàÿ ÷àñòü àëãîðèòìà

Ýòà ÷àñòü óñòàíàâëèâàåò â âåðøèíàõ çíà÷å-
íèÿ ñ÷¼ò÷èêîâ âõîäÿùèõ îáðàòíûõ äóã. Âíà÷à-
ëå â êàæäîé âåðøèíå ñ÷¼ò÷èê âõîäÿùèõ îáðàò-

íûõ äóã ðàâåí íóëþ. Äîáàâèì äâà íîâûõ ñîîá-
ùåíèÿÍà÷àëî ïîäñ÷¼òà èÊîíåö ïîäñ÷¼òà .
Ñîîáùåíèå Íà÷àëî ïîäñ÷¼òà íà÷èíàåò ðàññû-
ëàòüñÿ èç êîðíÿ ïî ïðÿìûì äóãàì ïîñëå îáíó-
ëåíèÿ ñ÷¼ò÷èêà äóã â êîðíå. Êàæäàÿ âåðøèíà,
êðîìå êîðíÿ, ïîëó÷èâ ñîîáùåíèå Íà÷àëî ïîä-
ñ÷¼òà , âî-ïåðâûõ, ðàññûëàåò ïî âñåì âûõîäÿ-
ùèì ïðÿìûì äóãàì òàêîå æå ñîîáùåíèå Íà÷à-
ëî ïîäñ÷¼òà , à, âî-âòîðûõ, ñîçäà¼ò ñîîáùåíèå
Êîíåö ïîäñ÷¼òà è ïîñûëàåò åãî ïî îáðàòíîé
äóãå.
Ñîîáùåíèå Êîíåö ïîäñ÷¼òà ñîäåðæèò ïðè-

çíàê ïåðâàÿ îáðàòíàÿ äóãà. Êîãäà âåðøèíà ñî-
çäà¼ò ñîîáùåíèåÊîíåö ïîäñ÷¼òà , îíà ñíàáæà-
åò åãî ýòèì ïðèçíàêîì. Êîãäà âåðøèíà ïðèíè-
ìàåò ïî âõîäÿùåé äóãå ñîîáùåíèå Êîíåö ïîä-

ñ÷¼òà ñ ïðèçíàêîì ïåðâàÿ îáðàòíàÿ äóãà, îíà
ïðèáàâëÿåò 1 ê ñâîåìó ñ÷¼ò÷èêó âõîäÿùèõ îá-

ðàòíûõ äóã, è, åñëè ýòî íå êîðåíü, ïîñûëàåò ñî-
îáùåíèå Êîíåö ïîäñ÷¼òà äàëüøå ïî îáðàò-
íîé äóãå óæå áåç ýòîãî ïðèçíàêà. Êîãäà âåð-
øèíà ïðèíèìàåò ïî âõîäÿùåé äóãå ñîîáùåíèå
Êîíåö ïîäñ÷¼òà áåç ïðèçíàêà ïåðâàÿ îáðàò-

íàÿ äóãà, îíà ïðîñòî ïåðåñûëàåò ñîîáùåíèå Êî-
íåö ïîäñ÷¼òà áåç èçìåíåíèÿ äàëüøå ïî îáðàò-
íîé äóãå.
Ñîîáùåíèÿ Êîíåö ïîäñ÷¼òà ñóììèðóþòñÿ

â âåðøèíàõ â îæèäàíèè îòïðàâêè ïî îáðàòíîé

äóãå. Äëÿ ýòîãî ñîîáùåíèå ñíàáæàåòñÿ ïàðàìåò-
ðîì ÷èñëî ñóììèðóåìûõ ñîîáùåíèé. Êîãäà â âåð-
øèíå îæèäàåò îòïðàâêè ïî îáðàòíîé äóãå ñîîá-
ùåíèå Êîíåö ïîäñ÷¼òà è ïðèõîäèò íîâîå ñî-
îáùåíèåÊîíåö ïîäñ÷¼òà , èõ ïàðàìåòðû ÷èñëî

ñóììèðóåìûõ ñîîáùåíèé ñêëàäûâàþòñÿ è ñ ýòèì
÷èñëîì ñîõðàíÿåòñÿ îäíî ñîîáùåíèåÊîíåö ïîä-
ñ÷¼òà ; ïðè îñâîáîæäåíèè îáðàòíîé äóãè ïî íåé
ïîñûëàåòñÿ ñîîáùåíèå Êîíåö ïîäñ÷¼òà ñ íà-
êîïëåííûì ÷èñëîì ñóììèðóåìûõ ñîîáùåíèé.
Êîãäà ñ÷¼ò÷èê äóã â êîðíå îáíóëÿåòñÿ, â êîðíå

èìååòñÿ ñïèñîê âåêòîðîâ èíèöèàòîðîâ, êîòîðûé
ñîäåðæèò âåêòîðà âñåõ âåðøèí, êðîìå êîðíÿ. Êî-
ðåíü ïîäñ÷èòûâàåò äëèíó ñïèñêà è çàïèñûâàåò å¼
â ñ÷¼ò÷èê íåêîðíåâûõ âåðøèí. Êîðåíü, ïîëó÷àÿ
ñîîáùåíèå Êîíåö ïîäñ÷¼òà , âû÷èòàåò ïàðà-
ìåòð ÷èñëî ñóììèðóåìûõ ñîîáùåíèé èç ñ÷¼ò÷è-
êà íåêîðíåâûõ âåðøèí. Êîãäà ýòîò ñ÷¼ò÷èê ñòà-
íîâèòñÿ ðàâíûì íóëþ, ðàáîòà ýòîé ÷àñòè è âñåãî
àëãîðèòìà çàêîí÷åíû.
Óòâåðæäåíèå 2.4: Êîãäà â êîðíå îáíóëèòñÿ

ñ÷¼ò÷èê íåêîðíåâûõ âåðøèí, âî âñåõ âåðøè-
íàõ áóäóò ïðàâèëüíûå çíà÷åíèÿ ñ÷¼ò÷èêîâ

âõîäÿùèõ îáðàòíûõ äóã.
Äîêàçàòåëüñòâî:
Ñîîáùåíèå Íà÷àëî ïîäñ÷¼òà , ïîñûëàåìîå

ïî ïðÿìûì äóãàì, äîéä¼ò äî êàæäîé âåðøèíû
îäèí ðàç. Êàæäàÿ âåðøèíà ïîøë¼ò îäèí ðàç ñî-
îáùåíèå Êîíåö ïîäñ÷¼òà ñ ïðèçíàêîì ïåðâàÿ

îáðàòíàÿ äóãà. Òåì ñàìûì ïî êàæäîé îáðàòíîé
äóãå ïðîéä¼ò ðîâíî îäíî ñîîáùåíèå Êîíåö ïîä-
ñ÷¼òà ñ ïðèçíàêîì ïåðâàÿ îáðàòíàÿ äóãà. Ïî-
ýòîìó â êàæäîé âåðøèíå áóäåò óñòàíîâëåíî ïðà-
âèëüíîå çíà÷åíèå ñ÷¼ò÷èêà âõîäÿùèõ îáðàòíûõ
äóã ïîñëå òîãî, êàê ïî âñåì îáðàòíûì äóãàì
áóäåò ïîëó÷åíî ñîîáùåíèå Êîíåö ïîäñ÷¼òà ñ
ïðèçíàêîì ïåðâàÿ îáðàòíàÿ äóãà.
Òàêæå äëÿ êàæäîé îáðàòíîé äóãè äî êîðíÿ

äîéä¼ò ñîîáùåíèå Êîíåö ïîäñ÷¼òà ñ �1� äëÿ
ýòîé äóãè â ïàðàìåòðå ÷èñëî ñóììèðóåìûõ ñîîá-
ùåíèé. ×èñëî òàêèõ �1� ðàâíî ÷èñëó îáðàòíûõ
äóã, ÷òî ðàâíî ÷èñëó íåêîðíåâûõ âåðøèí. Ïî-
ýòîìó êîãäà ñ÷¼ò÷èê íåêîðíåâûõ âåðøèí ñòàíåò
ðàâíûì íóëþ, íà äóãàõ ãðàôà íå îñòàíåòñÿ ñî-
îáùåíèé Íà÷àëî ïîäñ÷¼òà è Êîíåö ïîäñ÷¼-

òà , à çíà÷åíèÿ ñ÷¼ò÷èêîâ âõîäÿùèõ îáðàòíûõ

äóã âî âñåõ âåðøèíàõ áóäóò ïðàâèëüíûå.
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Èòàê, ïîñëå çàâåðøåíèÿ ðàáîòû àëãîðèòìà áó-

ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÅ No
1 2015



10 ÁÓÐÄÎÍÎÂ è äð.

äóò ïîñòðîåíû ïðÿìîé è îáðàòíûé îñòîâû ãðàôà:
â êàæäîé âåðøèíå áóäóò îòìå÷åíû ïðÿìûå äóãè
è (åñëè ýòî íå êîðåíü) îäíà îáðàòíàÿ äóãà. Êðîìå
òîãî, â êàæäîé âåðøèíå áóäåò óñòàíîâëåíî çíà-
÷åíèå ñ÷¼ò÷èêà âõîäÿùèõ îáðàòíûõ äóã.

3. ÎÖÅÍÊÀ ÏÀÌßÒÈ È ÂÐÅÌÅÍÈ
ÐÀÁÎÒÛ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ ÎÁÕÎÄÀ

3.1. Îöåíêà ðàçìåðà ïàìÿòè àâòîìàòà

âåðøèíû

Ïàìÿòü àâòîìàòà íåêîðíåâîé âåðøèíû ñîäåð-
æèò:

� 1 áèò � ïðèçíàê òîãî, ÷òî ñîîáùåíèå
Ñòàðò æä¼ò îñâîáîæäåíèÿ âûõîäÿùèõ
äóã;

� äëÿ êàæäîãî èíèöèàòîðà â ñïèñêå âåêòîðîâ
èíèöèàòîðîâ õðàíèòñÿ

◦ 1 âåêòîð � âåêòîð èíèöèàòîðà;

◦ 1 áèò � ïðèçíàê òîãî, ÷òî ñîîáùåíèå
Ïîèñê êîðíÿ æä¼ò îñâîáîæäåíèÿ âû-
õîäÿùèõ äóã;

◦ 1 áèò � ïðèçíàê òîãî, ÷òî ñîîáùåíèå
Ïðÿìîå æä¼ò îñâîáîæäåíèÿ âûõîäÿ-
ùèõ äóã;

◦ 1 âåêòîð � ïàðàìåòð ÷èñëî äóã æäóùå-
ãî ñîîáùåíèÿ Ïîèñê êîðíÿ èëè ïàðà-
ìåòð âåêòîð îáðàòíîãî ïóòè æäóùå-
ãî ñîîáùåíèÿ Ïðÿìîå ; çàìåòèì, ÷òî
äëÿ äàííîãî èíèöèàòîðà æäóùèì ìî-
æåò òîëüêî îäíî èç ñîîáùåíèé Ïî-

èñê êîðíÿ è Ïðÿìîå , à ÷èñëî äóã �
ýòî âåêòîð äëèíû 1;

� 1 âåêòîð � ïàðàìåòð âåêòîð îáðàòíîãî ïóòè
æäóùåãî ñîîáùåíèÿ Îáðàòíîå ;

� 1 áèò � ïðèçíàê æäóùåãî ñîîáùåíèÿ Ôè-

íèø ;

� logs1 áèò � ïàðàìåòð ÷èñëî äóã æäóùåãî ñî-
îáùåíèÿ Ìèíóñ;

� 1 áèò � ïðèçíàê æäóùåãî ñîîáùåíèÿ Íà÷à-
ëî ïîäñ÷¼òà ;

� logn áèò � ïàðàìåòð ÷èñëî ñóììèðóåìûõ ñî-
îáùåíèé æäóùåãî ñîîáùåíèÿ Êîíåö ïîä-

ñ÷¼òà , ðàâåí íóëþ, åñëè íåò æäóùåãî ñî-
îáùåíèÿ;

� logs1 áèò � ñ÷¼ò÷èê âõîäÿùèõ îáðàòíûõ äóã.

Èòîãî ðàçìåð ïàìÿòè àâòîìàòà íåêîðíåâîé
âåðøèíû: 1 áèò + n(1 âåêòîð + 1 áèò + 1 áèò +
1 âåêòîð) + 1 âåêòîð + 1 áèò + logs1 áèò +
1 áèò + logn áèò + logs1 áèò
= (2n+1) âåêòîðîâ +(2n+ logn+2logs1 +3) áèò
≤ (2n+1) âåêòîðîâ+(2n+ logn+2logm+3) áèò
≤ (2n+1)âåêòîðîâ+(2n+ logn+2logns0+3) áèò
= (2n + 1)O(Dlogs0) + 2n + logn + 2logns0 + 3,
÷òî ðàâíî O(nDlogs0) äëÿ D > 0.
Ïàìÿòü àâòîìàòà êîðíÿ ñîäåðæèò:

� äëÿ êàæäîãî èíèöèàòîðà â ñïèñêå âåêòîðîâ
èíèöèàòîðîâ;

◦ 1 âåêòîð � âåêòîð èíèöèàòîðà;

◦ 1 áèò � ïðèçíàê òîãî, ÷òî ñîîáùåíèå
Ïðÿìîå æä¼ò îñâîáîæäåíèÿ âûõîäÿ-
ùèõ äóã;

◦ 1 âåêòîð � ïàðàìåòð âåêòîð îáðàòíîãî

ïóòè æäóùåãî ñîîáùåíèÿ Ïðÿìîå ;

� 1 áèò � ïðèçíàê æäóùåãî ñîîáùåíèÿ Ôè-

íèø ;

� 1 áèò � ïðèçíàê æäóùåãî ñîîáùåíèÿ Íà÷à-
ëî ïîäñ÷¼òà ;

� logm áèò � ñ÷¼ò÷èê äóã;

� logn áèò � ñ÷¼ò÷èê íåêîðíåâûõ âåðøèí.

Èòîãî ðàçìåð ïàìÿòè àâòîìàòà êîðíÿ:
n(1 âåêòîð +1 áèò +1 âåêòîð)+1 áèò +1 áèò +
logm áèò + logn áèò = 2n âåêòîðîâ +(n+ logm+
(n+ logm+ (n+ logm+ logn+ 2) áèò ≤
2n âåêòîðîâ + (n+ logns0 + logn+ 2) áèò =
2nO(Dlogs0) + n + logns0 + logn + 2, ÷òî ðàâíî
O(nDlogs0) äëÿ D > 0.
Èòàê, ïàìÿòü àâòîìàòà ëþáîé âåðøèíû ðàâíà

O(nDlogs0) äëÿ D > 0.

3.2. Îöåíêà âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà

îáõîäà

Ìû âñåãäà ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñîîáùåíèÿ ïî-
ñûëàþòñÿ èç âåðøèíû â ïîðÿäêå óìåíüøåíèÿ
èõ ïðèîðèòåòîâ: 1) Ñòàðò, 2) Ïîèñê êîðíÿ,
3) Ïðÿìîå, 4) Îáðàòíîå, 5) Ôèíèø, 6) Ìè-

íóñ, 7)Íà÷àëî ïîäñ÷¼òà, 8)Êîíåö ïîäñ÷¼òà.
Íèæå ìû äîêàæåì óòâåðæäåíèå î òîì,

÷òî 1) åñëè íåò äðóãèõ ñîîáùåíèé, êðîìå
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Ïîèñê êîðíÿ , òî êàæäîå òàêîå ñîîáùåíèå
äîñòèãàåò êîðíÿ çà âðåìÿ íå áîëåå T (n, k,D),
2) åñëè íåò äðóãèõ ñîîáùåíèé, êðîìå Ïðÿìîå ,
òî êàæäîå òàêîå ñîîáùåíèå äîñòèãàåò ñâîåé öåëè
çà âðåìÿ íå áîëåå T (n, k,D). Çäåñü ìû ïðåäñòà-
âèì ðàáîòó àëãîðèòìà êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
8 ýòàïîâ ïî 8 ïðèîðèòåòàì ñîîáùåíèé è îöåíèì
âðåìÿ ðàáîòû êàæäîãî ýòàïà.

1. Ñîîáùåíèå Ñòàðò êàê ñàìîå ïðèîðèòåò-
íîå ìîæåò îæèäàòü â âåðøèíå îñâîáîæäå-
íèÿ âûõîäÿùèõ äóã íå áîëåå 1 òàêòà. Åù¼
íå áîëåå 1 òàêòà ñîîáùåíèå ìîæåò ïåðåäà-
âàòüñÿ ïî äóãå. Ïîñêîëüêó ïî êàæäîé äóãå
ñîîáùåíèå Ñòàðò ïîñûëàåòñÿ ðîâíî 1 ðàç,
ñîîáùåíèÿ Ñòàðò äîñòèãíóò âñåõ âåðøèí
çà âðåìÿ íå áîëåå 2D.

2. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ñîîáùåíèé Ïî-

èñê êîðíÿ ïîñëå òîãî, êàê âñå ñîîáùåíèÿ
Ñòàðò äîñòèãíóò âñåõ âåðøèí. Ïîñêîëüêó
ñîîáùåíèé Ñòàðò óæå íåò, à îñòàëü-
íûå ñîîáùåíèÿ ìåíåå ïðèîðèòåòíû, ÷åì
ñîîáùåíèå Ïîèñê êîðíÿ , êàæäîå òàêîå
ñîîáùåíèå îæèäàåò â âåðøèíå îñâîáîæäå-
íèÿ âûõîäÿùèõ äóã, çàíÿòûõ ñîîáùåíèÿìè
äðóãèõ òèïîâ, íå áîëåå 1 òàêòà. Òåì ñà-
ìûì îöåíêà T (n, k,D) óâåëè÷èâàåòñÿ íå
áîëåå, ÷åì âäâîå, òî åñòü âñå ñîîáùåíèÿ
Ïîèñê êîðíÿ äîñòèãíóò êîðíÿ çà âðåìÿ íå
áîëåå 2T (n, k,D).

3. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ñîîáùåíèé Ïðÿìîå

ïîñëå òîãî, êàê âñå ñîîáùåíèÿ Ïîèñê êîð-

íÿ äîñòèãíóò âñåõ âåðøèí. Ïîñêîëüêó áî-
ëåå ïðèîðèòåòíûõ ñîîáùåíèé óæå íåò, à
îñòàëüíûå ñîîáùåíèÿ ìåíåå ïðèîðèòåòíû,
÷åì ñîîáùåíèå Ïðÿìîå , êàæäîå òàêîå ñî-
îáùåíèå îæèäàåò â âåðøèíå îñâîáîæäåíèÿ
âûõîäÿùèõ äóã, çàíÿòûõ ñîîáùåíèÿìè äðó-
ãèõ òèïîâ, íå áîëåå 1 òàêòà. Òåì ñàìûì
îöåíêà T (n, k,D) óâåëè÷èâàåòñÿ íå áîëåå,
÷åì âäâîå, òî åñòü âñå ñîîáùåíèÿ Ïðÿìîå
äîñòèãíóò ñâîèõ öåëåé çà âðåìÿ íå áîëåå
2T (n, k,D).

4. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ñîîáùåíèé Îáðàò-

íîå ïîñëå òîãî, êàê âñå ñîîáùåíèÿ Ïðÿìîå
äîñòèãíóò âñåõ âåðøèí. Ýòè ñîîáùåíèÿ äâè-
æóòñÿ ïî îáðàòíûì äóãàì è ñóììèðóþòñÿ â

âåðøèíàõ â îæèäàíèè îñâîáîæäåíèÿ âûõî-
äÿùèõ äóã. Êàæäîå òàêîå ñîîáùåíèå ïðîõî-
äèò ïóòü äëèíîé íå áîëåå D. Ïîñêîëüêó áî-
ëåå ïðèîðèòåòíûõ ñîîáùåíèé óæå íåò, òàêîå
ñóììèðóþùåå ñîîáùåíèå Îáðàòíîå îæè-
äàåò â âåðøèíå îñâîáîæäåíèÿ âûõîäÿùèõ
äóã íå áîëåå 1 òàêòà. Òåì ñàìûì âñå ñîîáùå-
íèÿÎáðàòíîå äîñòèãíóò êîðíÿ çà âðåìÿ íå
áîëåå 2D.

5. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ñîîáùåíèé Ôèíèø

ïîñëå òîãî, êàê âñå ñîîáùåíèÿ Îáðàòíîå

äîñòèãíóò êîðíÿ. Ñ ýòîãî ìîìåíòà âðåìåíè
âî âñåõ âåðøèíàõ, êðîìå êîðíÿ, åñòü îáðàò-
íûå äóãè. Ñîîáùåíèÿ Ôèíèø äâèæóòñÿ ïî
äóãàì, ïðîõîäÿ ïî êàæäîé äóãå ðîâíî 1 ðàç.
Êàæäîå òàêîå ñîîáùåíèå ïðîõîäèò ïóòü äëè-
íîé íå áîëåå D. Ïîñêîëüêó áîëåå ïðèîðè-
òåòíûõ ñîîáùåíèé óæå íåò, à îáðàòíûå äóãè
åñòü âåçäå, êàæäîå ñîîáùåíèå Ôèíèø îæè-
äàåò â âåðøèíå íå áîëåå 1 òàêòà. Òåì ñàìûì
âñå ñîîáùåíèÿ Ôèíèø ïðîéäóò ïî âñåì äó-
ãàì çà âðåìÿ íå áîëåå 2D.

6. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ñîîáùåíèé Ìèíóñ

ïîñëå òîãî, êàê âñå ñîîáùåíèÿ Ôèíèø

ïðîéäóò ïî âñåì äóãàì. Ýòè ñîîáùåíèÿ
äâèæóòñÿ ïî îáðàòíûì äóãàì äî êîðíÿ,
ñóììèðóÿñü â êàæäîé âåðøèíå. Êàæäîå
òàêîå ñîîáùåíèå ïðîõîäèò ïóòü äëèíîé
íå áîëåå D, îæèäàÿ â âåðøèíå íå áîëåå
1 òàêòà. Òåì ñàìûì âñå ñîîáùåíèÿ Ìèíóñ

äîéäóò äî êîðíÿ çà âðåìÿ íå áîëåå 2D.
Èòàê, ñ÷¼ò÷èê äóã â êîðíå îáíóëèòñÿ
÷åðåç âðåìÿ íå áîëåå 2D + 2T (n, k,D) +
2T (n, k,D)+2D+2D+2D = 4T (n, k,D)+8D.
Ïîñëå ýòîãî ïðîèñõîäèò óñòàíîâêà ñ÷¼ò÷è-

êîâ âõîäÿùèõ îáðàòíûõ äóã.

7. Ñîîáùåíèÿ Íà÷àëî ïîäñ÷¼òà ïîñûëàþò-
ñÿ ïî ïðÿìûì äóãàì äî êàæäîé âåðøèíû.
Ïîýòîìó êàæäîå òàêîå ñîîáùåíèå ïðîõîäèò
ïóòü äëèíîé íå áîëåå D. Ïîñêîëüêó áîëåå
ïðèîðèòåòíûõ ñîîáùåíèé óæå íåò, êàæäîå
ñîîáùåíèå Íà÷àëî ïîäñ÷¼òà îæèäàåò â
âåðøèíå îñâîáîæäåíèÿ âûõîäÿùèõ äóã íå
áîëåå 1 òàêòà. Òåì ñàìûì âñå ñîîáùåíèÿÍà-
÷àëî ïîäñ÷¼òà çàêîí÷àò ñâî¼ äâèæåíèå çà
âðåìÿ íå áîëåå 2D.

8. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ñîîáùåíèé Êî-
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íåö ïîäñ÷¼òà ïîñëå òîãî, êàê âñå ñîîá-
ùåíèÿ Íà÷àëî ïîäñ÷¼òà çàêîí÷àò ñâî¼
äâèæåíèå. Ýòè ñîîáùåíèÿ äâèæóòñÿ ïî
îáðàòíûì äóãàì äî êîðíÿ, ñóììèðóÿñü â
êàæäîé âåðøèíå. Êàæäîå òàêîå ñîîáùåíèå
ïðîõîäèò ïóòü äëèíîé íå áîëåå D, îæèäàÿ
â âåðøèíå íå áîëåå 1 òàêòà. Òåì ñàìûì âñå
ñîîáùåíèÿ Êîíåö ïîäñ÷¼òà äîéäóò äî
êîðíÿ çà âðåìÿ íå áîëåå 2D.

Èòàê, âåñü àëãîðèòì çàêîí÷èò ñâîþ ðàáîòó çà
âðåìÿ íå áîëåå 4T (n, k,D) + 8D + 2D + 2D =
4T (n, k,D) + 12D.

3.3. Ôîðìàëüíàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ ñîîáùåíèé

Ïîèñê êîðíÿ è Ïðÿìîå

Âåëè÷èíà T (n, k,D) � ýòî îãðàíè÷åíèå ñâåðõó
íà âðåìÿ äâèæåíèÿ âñåõ ñîîáùåíèé Ïîèñê êîð-
íÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî äðóãèõ ñîîáùåíèé íåò,
à òàêæå âðåìÿ äâèæåíèÿ âñåõ ñîîáùåíèé Ïðÿ-
ìîå â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî äðóãèõ ñîîáùåíèé
íåò.
Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì äâèæåíèå ïîñëåäíåãî ñî-

îáùåíèÿ Ïîèñê êîðíÿ , ò.å. ñîîáùåíèÿ, êîòîðîå
ïîñëåäíèì ïðèõîäèò â êîðåíü. Ýòî ñîîáùåíèå
ïðîõîäèò ïóòü îò âåðøèíû-èíèöèàòîðà äî êîðíÿ
äëèíîé d ≤ D. Äðóãèå ñîîáùåíèÿ Ïîèñê êîðíÿ
ìîãóò ïðèõîäèòü â âåðøèíû ýòîãî ïóòè �ñáîêó�,
ò.å. ïî âõîäÿùèì äóãàì, íå ïðèíàäëåæàùèì ïó-
òè. Â ýòîì ñëó÷àå ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñîîá-
ùåíèå ðîæäàåòñÿ â âåðøèíå. Ïîñêîëüêó â âåð-
øèíå ïîâòîðíûå ñîîáùåíèÿ ñ òåì æå èíèöèàòî-
ðîì èãíîðèðóþòñÿ, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îíè óìè-
ðàþò â âåðøèíå.
Òåïåðü ðàññìîòðèì äâèæåíèå ïîñëåäíåãî ñîîá-

ùåíèÿ Ïðÿìîå , ò.å. ñîîáùåíèÿ, êîòîðîå ïîñëåä-
íèì ïðèõîäèò îò êîðíÿ ê ñâîåìó èíèöèàòîðó. Ñî-
îáùåíèåÏðÿìîå äâèæåòñÿ îò êîðíÿ ê âåðøèíå-
èíèöèàòîðó ïî ïðÿìîìó ïóòè äëèíîé d ≤ D. Ïî-
ñêîëüêó ñîîáùåíèÿÏðÿìîå íå ðàññûëàþòñÿ �âå-
åðîì� è äâèãàþòñÿ òîëüêî ïî ïðÿìûì äóãàì, îíè,
â îòëè÷èå îò ñîîáùåíèé Ïîèñê êîðíÿ , íå ïðè-
õîäÿò â âåðøèíû ïóòè �ñáîêó� è â âåðøèíàõ íå
áûâàåò ïîâòîðíûõ ñîîáùåíèé ñ òåì æå èíèöèà-
òîðîì. Î÷åâèäíî, ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé äâèæåíèÿ
ñîîáùåíèé Ïîèñê êîðíÿ .
Ôîðìàëèçóåì îïèñàíèå äâèæåíèÿ ñîîáùåíèé

Ïîèñê êîðíÿ.

Èìååòñÿ ïóòü äëèíû d ≤ D. Âåðøèíû è äóãè
áóäåì íàçûâàòü ïîçèöèÿìè. Ïåðåíóìåðóåì ïîçè-
öèè ñëåäóþùèì îáðàçîì: íà÷àëüíàÿ âåðøèíà ïó-
òè ïîëó÷àåò íîìåð 0, íîìåð äóãè íà 1 áîëüøå
íîìåðà å¼ íà÷àëà, íîìåð êîíöà äóãè íà 1 áîëüøå
íîìåðà äóãè. Òåì ñàìûì âåðøèíû èìåþò ÷¼ò-
íûå íîìåðà 0, 2, . . . , 2d, à äóãè èìåþò íå÷¼òíûå
íîìåðà 1, . . . , 2d − 1. Åñëè i < i′, òî áóäåì ãîâî-
ðèòü, ÷òî ïîçèöèÿ i íàõîäèòñÿ ëåâåå ïîçèöèè i′,
à ïîçèöèÿ i′ íàõîäèòñÿ ïðàâåå ïîçèöèè i. Â ïî-
çèöèÿõ ìîãóò íàõîäèòüñÿ ñîîáùåíèÿ, êîòîðûå â
ôîðìàëüíîé ìîäåëè áóäåì íàçûâàòü òî÷êàìè.
Äëÿ òî÷åê âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñîáûòèÿ:

1) ðîæäåíèå òî÷êè â âåðøèíå (ïðèõîä ñîîáùåíèÿ
�ñáîêó�), 2) ñìåðòü òî÷êè â âåðøèíå (ñîîáùåíèå
èãíîðèðóåòñÿ), 3) ïåðåìåùåíèå òî÷êè ñ íà÷àëà
äóãè íà äóãó (ñîîáùåíèå ïîñûëàåòñÿ ïî äóãå èç
å¼ íà÷àëà), 4) ïåðåìåùåíèå òî÷êè ñ äóãè â êîíåö
äóãè (ñîîáùåíèå ïðèíèìàåòñÿ ñ äóãè â å¼ êîíåö).
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ýòè äåéñòâèÿ ïðîèñõîäÿò
ìãíîâåííî.
Ñîáûòèåì ïîÿâëåíèÿ òî÷êè â ïîçèöèè áóäåì

íàçûâàòü ñîáûòèå ðîæäåíèÿ ýòîé òî÷êè â ýòîé
ïîçèöèè (åñëè ïîçèöèÿ âåðøèíà) èëè ñîáûòèå ïå-
ðåìåùåíèÿ ýòîé òî÷êè â ýòó ïîçèöèþ èç ïðåäû-
äóùåé ïîçèöèè. Ñîîòâåòñòâåííî, ñîáûòèåì èñ-

÷åçíîâåíèÿ òî÷êè èç ïîçèöèè áóäåì íàçûâàòü
ñîáûòèå ñìåðòè ýòîé òî÷êè â ýòîé ïîçèöèè (åñ-
ëè ïîçèöèÿ âåðøèíà) èëè ñîáûòèå ïåðåìåùåíèÿ
ýòîé òî÷êè èç ýòîé ïîçèöèè â ñëåäóþùóþ ïîçè-
öèþ.
Èç îïèñàíèÿ àëãîðèòìà ñëåäóþò ñëåäóþùèå

ïðàâèëà äâèæåíèÿ òî÷åê:

1. Òî÷êà íàõîäèòñÿ íà äóãå íå áîëåå îäíîãî
òàêòà.

2. Òî÷êè ïåðåìåùàþòñÿ íà äóãó òîãäà, êîãäà íà
äóãå íå îñòà¼òñÿ òî÷åê, ïðè÷¼ì íà äóãó ñðà-
çó ïåðåìåùàåòñÿ ìèíèìóì èç ÷èñëà òî÷åê â
íà÷àëå äóãè è �¼ìêîñòè� äóãè k.

3. Åñëè òî÷êà óìèðàåò â âåðøèíå, òî ýòî ïðî-
èñõîäèò â òîò ñàìûé ìîìåíò, êîãäà îíà ïî-
ÿâëÿåòñÿ â âåðøèíå (ðîæäàåòñÿ èëè ïåðåìå-
ùàåòñÿ ñ âõîäÿùåé äóãè).

4. ×èñëî òî÷åê, óìåðøèõ â âåðøèíå, íå ïðå-
âûøàåò ÷èñëà òî÷åê, ðîæä¼ííûõ â âåðøèíå
(ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî óìèðàþùàÿ òî÷êà �
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ýòî ïîâòîðíîå ñîîáùåíèå ñ òåì æå èíèöèà-
òîðîì).

5. Â íà÷àëüíîé âåðøèíå 0 íà òàêòå 0 åñòü òî÷-
êà, êîòîðàÿ íå óìð¼ò. Áóäåì íàçûâàòü å¼ íà-
øåé òî÷êîé (ýòî ïîñëåäíåå ñîîáùåíèå).

6. Îáùåå ÷èñëî òî÷åê, ïîÿâëÿþùèõñÿ âî âñåõ
ïîçèöèÿõ, êîíå÷íî (êîíå÷íî ÷èñëî ñîîáùå-
íèé Ïîèñê êîðíÿ, ÷òî äîêàçàíî âûøå â äî-
êàçàòåëüñòâå Óòâåðæäåíèÿ 2.1).

7. ×èñëî òî÷åê, êîòîðûå ïîÿâëÿþòñÿ, íî íå
óìèðàþò â êîíå÷íîé ïîçèöèè 2d äî ìîìåí-
òà ïîÿâëåíèÿ â ýòîé ïîçèöèè íàøåé òî÷êè
âêëþ÷èòåëüíî, íå ïðåâûøàåò n (íà ñàìîì
äåëå, âìåñòå ñ íàøåé òî÷êîé ÷èñëî òàêèõ òî-
÷åê íå ïðåâûøàåò ÷èñëà íåêîðíåâûõ âåðøèí
n− 1).

Åñëè òî÷êà íàõîäèòñÿ â íåêîòîðîé âåðøèíå â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè 0, òî áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî òî÷êà ðîæäàåòñÿ â ýòîé âåðøèíå â ìîìåíò
âðåìåíè 0. Åñëè òî÷êà íàõîäèòñÿ íà íåêîòîðîé
äóãå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè 0, òî áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà ðîæäàåòñÿ â íà÷àëå ýòîé äóãè
â ìîìåíò âðåìåíè 0 è ìãíîâåííî ïåðåìåùàåòñÿ
íà ïóñòóþ äóãó âìåñòå ñ íåñêîëüêèìè òî÷êàìè.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäàíî ïîâåäåíèå òî÷åê,

åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè çàäàíû ìåñòî (ïîçèöèÿ)
è âðåìÿ å¼ ðîæäåíèÿ è ñìåðòè, à òàêæå çàäåðæ-
êà ýòîé òî÷êè íà êàæäîé äóãå òàêèì îáðàçîì,
÷òî ñîáëþäàþòñÿ óêàçàííûå âûøå ïðàâèëà äâè-
æåíèÿ òî÷åê.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ui,j ÷èñëî òî÷åê, ïîÿâèâøèõ-

ñÿ è íå óìåðøèõ â ïîçèöèè i íà òàêòå i+ j. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç T = T (n, k,D) íîìåð òàêòà, íà
êîòîðîì íàøà òî÷êà äîñòèãàåò êîíå÷íîé ïîçè-
öèè 2d.
Ëåììà 3.1: Ïóñòü çàäàíî ïîâåäåíèå òî÷åê, óäî-

âëåòâîðÿþùåå ïðàâèëàì 1�4 (ìîæåò íå óäîâëå-
òâîðÿòü ïðàâèëàì 5�7). Ïóñòü ïðè ýòîì ïîâåäå-
íèè äëÿ êàæäîãî j òàêîãî, ÷òî i+ j ≤ T, èìååò
ìåñòî U0,j ≥ kj. Òîãäà äëÿ êàæäîé ïîçèöèè i è
êàæäîãî j òàêîãî, ÷òî i + j ≤ T, èìååò ìåñòî
Ui,j ≥ kj.
Äîêàçàòåëüñòâî:
Áóäåì âåñòè äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî i è j.

Áàçà èíäóêöèè ïî i äëÿ j ≤ T : U0,j ≥ kj,
÷òî çàäàíî óñëîâèåì ëåììû.

Áàçà èíäóêöèè ïî j äëÿ i ≤ T : Ui,0 ≥ k ·
0 = 0, ÷òî î÷åâèäíî.

Øàã èíäóêöèè: ïóñòü óòâåðæäåíèå ëåììû
âåðíî êàê äëÿ i è j + 1, òàê è äëÿ i + 1 è
j, ãäå i < 2d, ò.å. Ui,j + 1 ≥ k(j + 1)
è Ui+1,j ≥ kj. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè
i+ j+2 ≤ T, òî óòâåðæäåíèå ëåììû âåðíî
äëÿ i + 1 è j + 1, ò.å. Ui+1,j+1 ≥ k(j + 1).
Ðàññìîòðèì äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.

i ÷¼òíî, ò.å. ïîçèöèÿ i ÿâëÿåòñÿ äóãîé.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:

A � ÷èñëî òî÷åê, ïåðåìåñòèâ-
øèõñÿ ñ äóãè i â âåðøèíó i + 1
è íå óìåðøèõ òàì çà âñå òàêòû
îò 0 äî i+ j + 1;

A′ � ÷èñëî òî÷åê, ïåðåìåñòèâ-
øèõñÿ ñ äóãè i â âåðøèíó i + 1
è óìåðøèõ òàì çà âñå òàêòû îò
0 äî i+ j + 1;

B � ÷èñëî òî÷åê, ðîæä¼ííûõ â
âåðøèíå i+1 è íå óìåðøèõ òàì
çà âñå òàêòû îò 0 äî i+ j + 1;

B′ � ÷èñëî òî÷åê, ðîæä¼ííûõ â
âåðøèíå i+1 è óìåðøèõ òàì çà
âñå òàêòû îò 0 äî i+ j + 1;

A∆ � ÷èñëî òî÷åê, ïåðåìåñòèâ-
øèõñÿ ñ äóãè i â âåðøèíó i + 1
è íå óìåðøèõ òàì â òå÷åíèå îä-
íîãî òàêòà i+ j + 2;

A′∆ � ÷èñëî òî÷åê, ïåðåìåñòèâ-
øèõñÿ ñ äóãè i â âåðøèíó i+1 è
óìåðøèõ òàì â òå÷åíèå îäíîãî
òàêòà i+ j + 2;

B∆ � ÷èñëî òî÷åê, ðîæä¼ííûõ â
âåðøèíå i+1 è íå óìåðøèõ òàì
â òå÷åíèå îäíîãî òàêòà i+ j+2;

B′∆ � ÷èñëî òî÷åê, ðîæä¼ííûõ
â âåðøèíå i+ 1 è óìåðøèõ òàì
â òå÷åíèå îäíîãî òàêòà i+ j+2;

a � ÷èñëî òî÷åê íà äóãå i â êîí-
öå òàêòà i + j + 1, êîòîðûå íå
óìðóò â âåðøèíå i+ 1;

a′ � ÷èñëî òî÷åê íà äóãå i â êîí-
öå òàêòà i+j+1, êîòîðûå óìðóò
â âåðøèíå i+ 1.
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïî ïðàâèëó 3 òî÷êà
óìèðàåò â âåðøèíå â ìîìåíò ïîÿâ-
ëåíèÿ òàì èëè âîîáùå íå óìèðàåò â
ýòîé âåðøèíå, ïî ïðàâèëó 4 èìååì
A′ + A′∆ + B′ + B′∆ ≤ B + B∆ +
B′ +B′∆.

Îòñþäà A′ +A′∆ ≤ B +B∆.

Ïî îïðåäåëåíèþ Ui+1,j = A+B.

Òî÷êà, ïîÿâëÿþùàÿñÿ íà äóãå, íå
óìèðàåò íà äóãå è íàõîäèòñÿ ëèáî
íà äóãå, ëèáî ñðåäè òî÷åê (÷èñëîì
A + A′), ïåðåìåùàâøèõñÿ â êîíåö
äóãè. Ïîýòîìó Ui,j+1 = a + a′ +
A+A′.

Òî÷êè, ïðèõîäÿùèå â âåðøèíó i+1
çà òàêò è íå óìèðàþùèå â íåé, ñëà-
ãàþòñÿ èç äâóõ ÷àñòåé: òî÷êè (÷èñ-
ëîì A∆), ïåðåìåñòèâøèåñÿ ñ äóãè i
è íå óìåðøèå â âåðøèíå i+1, è òî÷-
êè (÷èñëîì B∆), ðîæä¼ííûå â âåð-
øèíå i+ 1 è íå óìåðøèå â íåé. Ïî-
ýòîìó Ui+1,j+1 = Ui+1,j+A∆+B∆.

Ïî ïðàâèëó 1 çà 1 òàêò ñ äóãè i
â âåðøèíó i + 1 ïåðåìåùàþòñÿ âñå
òî÷êè (÷èñëîì a + a′), íàõîäèâøè-
åñÿ íà äóãå â íà÷àëå òàêòà, íî ìî-
æåò ïåðåìåñòèòüñÿ è áîëüøå òî÷åê
(÷èñëîì A∆+A′∆), åñëè èõ çàäåðæ-
êè íà äóãå äîñòàòî÷íî ìàëû è äó-
ãà çà òàêò îñâîáîæäàåòñÿ íåñêîëüêî
ðàç. Ïîýòîìó A∆ +A′∆ ≥ a+ a′.

Òîãäà Ui+1,j+1 = Ui+1,j + A∆ +
B∆ = A + B + A∆ + B∆ = A +
A∆+B+B∆ ≥ A+A∆+A′+A′∆ =
A+A′ +A∆ +A′∆ ≥ A+A′ + a+
a′ = Ui,j+1 ≥ k(j + 1).

Èòàê, Ui+1,j+1 ≥ k(j + 1), ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

i íå÷¼òíî, ò.å. ïîçèöèÿ i ÿâëÿåòñÿ âåð-
øèíîé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x � ÷èñëî òî÷åê,
íàõîäÿùèõñÿ â âåðøèíå i â êîíöå
òàêòà i+ j + 1.

Òî÷êè, êîòîðûå ïðèõîäèëè â âåð-
øèíó i è íå óìåðëè òàì äî òàêòà
i + j + 1 âêëþ÷èòåëüíî, ëèáî íà-
õîäÿòñÿ â êîíöå ýòîãî òàêòà â âåð-
øèíå (èõ ÷èñëî ðàâíî x), ëèáî ïå-

ðåìåùàëèñü íà äóãó i+1 è íå óìè-
ðàëè òàì, ïîñêîëüêó òî÷êè íà äóãå
íå óìèðàþò.

Ïîýòîìó: Ui,j+1 = x+ Ui+1,j .

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé x ≤ k.

Ïî ïðàâèëó 1 çà îäèí òàêò äóãà
i + 1 îñâîáîäèòñÿ õîòÿ áû îäèí
ðàç è, ïîñêîëüêó x ≤ k, ïî ïðà-
âèëó 2 âñå òî÷êè, íàõîäèâøè-
åñÿ â âåðøèíå â íà÷àëå òàêòà,
ïåðåìåñòÿòñÿ íà äóãó. Çàìåòèì,
÷òî íà äóãó ìîæåò ïåðåìåñòèòü-
ñÿ áîëüøå òî÷åê, åñëè îíè ïî-
ÿâëÿþòñÿ â âåðøèíå äî ïåðâîãî
îñâîáîæäåíèÿ äóãè èëè ïîÿâëÿ-
þòñÿ ïîçæå, íî â òå÷åíèå òàêòà,
à çàäåðæêè íà äóãå äîñòàòî÷íî
ìàëû è äóãà çà òàêò îñâîáîæäà-
åòñÿ íåñêîëüêî ðàç.

Ïîýòîìó Ui+1,j+1 ≥ Ui+1,j +
x = Ui,j+1 ≥ k(j + 1).

Èòàê, Ui+1,j+1 ≥ k(j + 1), ÷òî
è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé x > k.

Ïî ïðàâèëó 1 çà îäèí òàêò
äóãà i + 1 îñâîáîäèòñÿ õîòÿ áû
îäèí ðàç è, ïîñêîëüêó x > k,
ïî ïðàâèëó 2 íà äóãó ïåðåìå-
ñòÿòñÿ k òî÷åê. Çàìåòèì, ÷òî,
êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå,
íà äóãó ìîæåò ïåðåìåñòèòü-
ñÿ è áîëüøå òî÷åê. Ïîýòîìó
Ui+1,j+1 ≥ Ui+1,j + k ≥ kj +
k = k(j + 1).

Èòàê, Ui+1,j+1 ≥ k(j + 1), ÷òî
è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Øàã èíäóêöèè äîêàçàí.

Ëåììà äîêàçàíà.

Óòâåðæäåíèå 3.1: Íàøà òî÷êà äîñòèãàåò êî-
íå÷íîé ïîçèöèè 2d íà òàêòå T ≤ n/k + 2d + 1.
Äîêàçàòåëüñòâî:
Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî íàøà òî÷êà äî-

ñòèãàåò êîíå÷íîé ïîçèöèè 2d çà êîíå÷íîå âðåìÿ.
Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó íàøà òî÷êà íå óìè-
ðàåò ïî ïðàâèëó 5, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
íàøà òî÷êà íàõîäèëàñü â êàæäîé ïîçèöèè êîíå÷-
íîå âðåìÿ. Çàäåðæêà íàøåé òî÷êè íà äóãå êîíå÷-
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íà ïî ïðàâèëó 1 (íå áîëåå 1 òàêòà). Êîíå÷íîñòü
çàäåðæêè íàøåé òî÷êè â âåðøèíå îïðåäåëÿåòñÿ
êîíå÷íîñòüþ çàäåðæåê òî÷åê íà âûõîäÿùåé äóãå
(ïðàâèëî 1), îáÿçàòåëüíîñòüþ ïåðåìåùåíèÿ òî-
÷åê íà äóãó ïðè îñâîáîæäåíèè äóãè (ïðàâèëî 2)
è êîíå÷íîñòüþ ÷èñëà òî÷åê (ïðàâèëî 6).
Òî÷êè, êîòîðûå âñåãäà íàõîäÿòñÿ ëåâåå íàøåé

òî÷êè, î÷åâèäíî, íå âëèÿþò íà äâèæåíèå íàøåé
òî÷êè, ïîýòîìó èõ ìîæíî èãíîðèðîâàòü: áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî òàêèõ òî÷åê íåò. Åñëè òî÷êà ðîæ-
äàåòñÿ ëåâåå íàøåé òî÷êè, íî �äîãîíÿåò� íàøó
òî÷êó â íåêîòîðîé âåðøèíå â íåêîòîðûé ìîìåíò
âðåìåíè, òî ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî â ýòîò
ìîìåíò âðåìåíè ýòà òî÷êà ðîæäàåòñÿ â ýòîé âåð-
øèíå. Ó÷èòûâàÿ âûøåñêàçàííîå, â äàëüíåéøåì
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êè íå ðîæäàþòñÿ ëåâåå íà-
øåé òî÷êè. Òåì áîëåå, òî÷êè íå ðîæäàþòñÿ ëå-
âåå ñàìîé ëåâîé òî÷êè â òåêóùåì ðàñïîëîæåíèè
òî÷åê.
Ðàññìîòðèì ðàñøèðåííîå ïîâåäåíèå òî÷åê, êî-

òîðîå îòëè÷àåòñÿ òåì, ÷òî â ïîçèöèè 0 íà êàæäîì
òàêòå t ≤ T ðîæäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå ÷èñ-
ëî òî÷åê òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå ëåì-
ìû 3.1 U0,t ≥ kt äëÿ t ≤ T. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
êàæäàÿ èç ýòèõ äîïîëíèòåëüíûõ òî÷åê 1) ðîæ-
äàåòñÿ â íà÷àëüíîé ïîçèöèè 0 è íå óìèðàåò (íè
â êàêîé âåðøèíå), 2) èìååò ìàêñèìàëüíóþ çà-
äåðæêó íà äóãàõ â 1 òàêò, 3) ïåðåìåùàåòñÿ èç
âåðøèíû íà âûõîäÿùóþ èç íå¼ äóãó òîëüêî ïî-
ñëå èñõîäíûõ (íå äîïîëíèòåëüíûõ) òî÷åê.
Ðàñøèðåííîå ïîâåäåíèå òî÷åê óäîâëåòâîðÿåò

ïðàâèëàì 1�6. Ïîÿñíåíèÿ òðåáóåò òîëüêî âûïîë-
íåíèå ïðàâèëà 2 â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî äîïîëíèòåëü-
íûå òî÷êè ïåðåìåùàþòñÿ èç âåðøèíû íà âûõî-
äÿùóþ èç íå¼ äóãó òîëüêî ïîñëå èñõîäíûõ òî-
÷åê. Çäåñü íåò ïðîòèâîðå÷èÿ, ïîñêîëüêó èñõîä-
íûå òî÷êè íå ðîæäàþòñÿ ëåâåå ñàìîé ëåâîé èñ-
õîäíîé òî÷êè. Ïîýòîìó â òîò ìîìåíò âðåìåíè,
êîãäà ñîãëàñíî ïðàâèëó 2 äîïîëíèòåëüíûå òî÷-
êè äîëæíû ïåðåìåùàòüñÿ èç âåðøèíû íà âûõî-
äÿùóþ äóãó, â ýòîé âåðøèíå ëèáî óæå íåò èñõîä-
íûõ òî÷åê, ëèáî èõ ÷èñëî ìåíüøå k è îíè ïåðå-
ìåùàþòñÿ âìåñòå ñ íåñêîëüêèìè ïåðâûìè äîïîë-
íèòåëüíûìè òî÷êàìè. Òåì ñàìûì â äàëüíåéøåì
ñàìàÿ ëåâàÿ èñõîäíàÿ òî÷êà îêàçûâàåòñÿ ïðàâåå
äàííîé âåðøèíû è, ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîé âåð-
øèíå óæå íå ïîÿâÿòñÿ èñõîäíûå òî÷êè.
Ïî îïðåäåëåíèþ äîïîëíèòåëüíûå òî÷êè íå îá-

ãîíÿþò èñõîäíûå òî÷êè, ïîýòîìó äîïîëíèòåëü-

íûå òî÷êè íå âëèÿþò íà äâèæåíèå èñõîäíûõ òî-
÷åê. Òåì ñàìûì â ðàñøèðåííîì ïîâåäåíèè òî÷åê
íàøà òî÷êà, ïî-ïðåæíåìó, äîñòèãàåò êîíå÷íîé
ïîçèöèè 2d íà òàêòå T è äî ýòîãî òàêòà âêëþ÷è-
òåëüíî ÷èñëî èñõîäíûõ òî÷åê, êîòîðûå ïîÿâëÿ-
ëèñü, íî íå óìèðàëè â êîíå÷íîé ïîçèöèè 2d, ïî
ïðàâèëó 7 íå ïðåâûøàåò n. Âìåñòå ñ íàøåé òî÷-
êîé â êîíå÷íóþ ïîçèöèþ ñ âõîäÿùåé äóãè ìîãóò
ïåðåìåñòèòüñÿ òàêæå íåñêîëüêî äîïîëíèòåëüíûõ
òî÷åê, íî èõ ÷èñëî íå ïðåâûøàåò k− 1. Ïîýòîìó
îáùåå ÷èñëî òî÷åê (êàê èñõîäíûõ, òàê è äîïîë-
íèòåëüíûõ), êîòîðûå ïîÿâëÿëèñü, íî íå óìèðàëè
â êîíå÷íîé ïîçèöèè 2d äî òàêòà T âêëþ÷èòåëüíî
U2d,T−2d ≤ n + k − 1.
Ïîñêîëüêó ðàñøèðåííîå ïîâåäåíèå òî÷åê óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 3.1, äëÿ T ≥ 2d
èìååì U2d,T−2d ≥ k(T − 2d).
Ñëåäîâàòåëüíî, k(T − 2d) ≤ n + k − 1.
Îòñþäà T ≤ n/k+1− 1/k+2d ≤ n/k+2d+1.
Åñëè æå T < 2d, òî òåì áîëåå T ≤ n/k+2d+1.
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Èòàê, T (n, k,D) ≤ n/k + 2d + 1. Òåì ñà-

ìûì, âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà íå ïðåâîñõîäèò
4T (n, k,D) + 12D = 4n/k + 8D + 4 + 12D =
4n/k + 20D + 4 = O(n/k + D). Â áîëåå îáùåì
ñëó÷àå, âðåìÿ ðàâíî O(n/k1k2 + D), ãäå k1 �
¼ìêîñòü äóãè, à k2 � ðàçìåð ñîîáùåíèÿ â âåêòî-
ðàõ.

4. ÀÃÐÅÃÀÒÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ È È
ÀÃÐÅÃÀÒÍÛÅ ÐÀÑØÈÐÅÍÈß ÔÓÍÊÖÈÉ

Àëãîðèòì ïóëüñàöèè, ïî ñóòè, âû÷èñëÿåò àã-
ðåãàòíûå ôóíêöèè, äëÿ êîòîðûõ çíà÷åíèå ôóíê-
öèè îò îáúåäèíåíèÿ ìóëüòèìíîæåñòâ âû÷èñëÿ-
åòñÿ ïî çíà÷åíèÿì ôóíêöèè îò ýòèõ ìóëüòèìíî-
æåñòâ. Â ýòîì ðàçäåëå ìû äàäèì ôîðìàëüíîå
îïðåäåëåíèå àãðåãàòíîé ôóíêöèè, äîêàæåì êðè-
òåðèé àãðåãàòíîñòè è ïîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ ôóíê-
öèÿ f(x) èìååò àãðåãàòíîå ðàñøèðåíèå, òî åñòü
ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà êàê h(g(x)), ãäå g � àãðå-
ãàòíàÿ ôóíêöèÿ. Òàêæå ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâó-
åò è åäèíñòâåííîå ìèíèìàëüíîå àãðåãàòíîå ðàñ-
øèðåíèå, âû÷èñëÿþùåå ìèíèìóì èíôîðìàöèè,
ïî êîòîðîé åùå ìîæíî âîññòàíîâèòü ôóíêöèþ f.
Òåîðèÿ àãðåãàòíûõ ôóíêöèé, èçëàãàåìàÿ â ýòîì
ðàçäåëå, ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé òåîðèè èíäóê-
òèâíûõ ôóíêöèé â [9].
Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèè íà êîíå÷íûõ

ìóëüòèìíîæåñòâàõ èç ýëåìåíòîâ íåêîòîðîãî áà-
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çîâîãî ìíîæåñòâà X. Ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ
ìóëüòèìíîæåñòâ èç ýëåìåíòîâ X îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç X−. Äëÿ a ∈ X− ÷åðåç #a îáîçíà÷èì
ìîùíîñòü ìóëüòèìíîæåñòâà a. Ïîä îïåðàöèÿìè
îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ, äîïîëíåíèÿ è ïð. äà-
ëåå ïîäðàçóìåâàþòñÿ îïåðàöèè íà ìóëüòèìíî-
æåñòâàõ, ò.å. ó÷èòûâàþùèå êðàòíîñòè ýëåìåí-
òîâ. ×åðåçN îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ
÷èñåë.
Àãðåãàòíàÿ ôóíêöèÿ g : X− → A � ýòî òàêàÿ

ôóíêöèÿ, ÷òî ∃e : A×A→ A∀a, b ∈ X− g(a∪b) =
e(g(a), g(b)).
Çàìå÷àíèå 4.1: Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ àãðå-
ãàòíîé ôóíêöèè g âûïîëíåíî ñëåäóþùåå: ∀r ∈
N ∃er : Ar → A∀a1, . . . , ar ∈ X−g(∪{ai | 1 ≤ i ≤
r}) = er(g(a1), . . . , g(ar)).
Çàìå÷àíèå 4.2: Ìíîæåñòâî àãðåãàòíûõ ôóíêöèé
íå ïóñòî: íàïðèìåð, òàêèìè ôóíêöèÿìè ÿâëÿþò-
ñÿ ñóììà âñåõ ÷ëåíîâ ìóëüòèìíîæåñòâà è èõ ìè-
íèìóì, â îáîèõ ñëó÷àÿõ ôóíêöèÿìè e òàêæå ñëó-
æàò ñóììû è ìèíèìóìû.
Ëåììà 4.1 (êðèòåðèé àãðåãàòíîñòè): Ôóíêöèÿ
g : X− → A ÿâëÿåòñÿ àãðåãàòíîé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ∀a, b ∈ X−∀x ∈ Xg(a) = g(b) ⇒
g(a ∪ {x}) = g(b ∪ {x}).
Äîêàçàòåëüñòâî:

Íåîáõîäèìîñòü.

∀a, b ∈ X−∀x ∈ Xg(a ∪ {x}) = e(g(a),
g({x})) è g(b ∪ {x}) = e(g(b), g({x})).

Ïîýòîìó åñëè g(a) = g(b), òî
g(a ∪ {x}) = e(g(a), g({x})) = e(g(b),
g({x})) = g(b ∪ {x}).

Äîñòàòî÷íîñòü.

Ñíà÷àëà èíäóêöèåé ïî #c äîêàæåì
∀a, b, c ∈ X−g(a) = g(b) ⇒ g(a ∪ c) =
g(b ∪ c).

Äëÿ #c = 0, óòâåðæäåíèå òðèâè-
àëüíî.

Äëÿ #c = 1∃x ∈ X = {x}, è ìû
ïîëó÷àåì çàäàííîå óñëîâèå:

∀a, b ∈ X−g(a) = g(b)⇒ g(a∪c) =
g(a ∪ {x}) = g(b ∪ {x}) = g(b ∪ c).
Ïóñòü óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ
#c = n−1, äîêàæåì åãî äëÿ #c =
n > 1.

Èìååì: ∀a, b, c ∈ X−∃x ∈
cg(a) = g(b) ⇒ g(a ∪
c\{x}) = g(b ∪ c\{x}) ⇒
g(a ∪ c) = g((a ∪ c\{x}) ∪ {x}) =
g((b ∪ c\{x}) ∪ {x}) = g(b ∪ c).

Òåïåðü äîêàæåì: ∀a1, a2, b1, b2 ∈
X−(g(a1) = g(b1)&g(a2) = g(b2)) ⇒
g(a1 ∪ a2) = g(b1 ∪ b2).

Èìååì: g(a2) = g(b2) ⇒ g(a1 ∪ a2) =
g(a1∪ b2) è g(a1) = g(b1)⇒ g(a1∪ b2) =
g(b1 ∪ b2).

Èòàê, g(a1∪a2) = g(a1∪b2) = g(b1∪b2).

Îïðåäåëèì òåïåðü e : g(X−)×g(X−)→ A
êàê e(g(a), g(b)) = g(a∪b).Ïîñêîëüêó ïî äî-
êàçàííîìó âûáîð êîíêðåòíûõ a è b íå èìå-
åò çíà÷åíèÿ � âàæíû òîëüêî çíà÷åíèÿ g(a)
è g(b), ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà êîððåêò-
íî. Èç åå îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî g àãðå-
ãàòíàÿ.

Ëåììà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå 4.3: Èç êðèòåðèÿ àãðåãàòíîñòè ñëå-

äóåò, ÷òî g : X− → A ÿâëÿåòñÿ àãðåãàòíîé
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∃g′ : A × X →
A∀a ∈ X−x ∈ Xg(a ∪ {x}) = g′(g(a), x). Äåé-
ñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü g′(g(a), x) =
e(g(a), g({x})).
Àãðåãàòíûì ðàñøèðåíèåì ôóíêöèè f : X− →

A íàçîâ¼ì àãðåãàòíóþ ôóíêöèþ g : X− → B,
òàêóþ, ÷òî ∃h : B → A∀a ∈ X− f(a) = h(g(a)).

Àãðåãàòíîå ðàñøèðåíèå g : X− → B ôóíê-
öèè f : X− → A íàçîâ¼ì ìèíèìàëüíûì, åñ-
ëè g(X−) = B è ∀g′ : X− → C ÿâëÿ-
þùåãî àãðåãàòíûì ðàñøèðåíèåì f èìååò ìåñòî
∃i : C → Bg = ig′.

Çàìå÷àíèå 4.4: Àãðåãàòíîå ðàñøèðåíèå g
ôóíêöèè f ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àãðåãàòíóþ
ôóíêöèþ, ïî êîòîðîé ìîæíî âû÷èñëèòü ôóíê-
öèþ f. Ïðè ýòîì âîçìîæíû òàêèå ðàñøèðåíèÿ,
êîòîðûå íà ïðàêòèêå íå ïîìîãàþò â ýòîì, íàïðè-
ìåð, ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå g òîæäåñòâåííóþ
ôóíêöèþ íà X−, à â êà÷åñòâå h � ñàìó ôóíê-
öèþ f. ×òîáû èçáåæàòü òàêîãî, èñïîëüçóåòñÿ
ìèíèìàëüíîå àãðåãàòíîå ðàñøèðåíèå; èíòóè-
òèâíî, ýòî àãðåãàòíàÿ ôóíêöèÿ, âû÷èñëÿþùàÿ
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ìèíèìóì èíôîðìàöèè, ïî êîòîðîé åùå ìîæíî
âîññòàíîâèòü f.
Óòâåðæäåíèå 4.2 (åäèíñòâåííîñòü ìèíèìàëü-

íîãî àãðåãàòíîãî ðàñøèðåíèÿ): Ìèíèìàëüíîå
àãðåãàòíîå ðàñøèðåíèå ôóíêöèè f : X− → A
åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî âçàèìíî îäíîçíà÷-
íûõ îòîáðàæåíèé.
Äîêàçàòåëüñòâî:
Åñëè g : X− → B è g′ : X− → C � ìèíè-

ìàëüíûå àãðåãàòíûå ðàñøèðåíèÿ ôóíêöèè f, òî
∃i : C → B, i′ : B → C âçàèìíî îäíîçíà÷íûå è
òàêèå, ÷òî ii′ è i′i òîæäåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ
íà B è C, g = ig′ è g′ = i′g.
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Óòâåðæäåíèå 4.3 (ñóùåñòâîâàíèå ìèíèìàëü-

íîãî àãðåãàòíîãî ðàñøèðåíèÿ): ∀f : X− → A
ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíîå àãðåãàòíîå ðàñøèðå-
íèå.
Äîêàçàòåëüñòâî:

Îïðåäåëèì îòíîøåíèå íà X−.

Äëÿ a, b ∈ X− îïðåäåëèì a ∼ b ⇔ ∀c ∈
X−f(a ∪ c) = f(b ∪ c).

Îíî ðåôëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî è òðàíçè-
òèâíî, çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ.

Îíî ñîâìåñòèìî ñ ôóíêöèåé f, ò.å., ∀a, b ∈
X−a ∼ b⇒ f(a) = f(b).

Äëÿ ëþáîãî ñîâìåñòèìîãî ñ f îòíîøå-
íèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ìîæíî îïðåäåëèòü
ôàêòîð-ôóíêöèþ h : X−/ ∼→ A, òàêóþ,
÷òî h(π∼(a)) = f(a), ãäå π∼ � ïðîåê-
öèÿ íà ôàêòîð-ìíîæåñòâî ïî îòíîøåíèþ
∼ . Ôóíêöèÿ h(π∼(a)) îïðåäåëÿåòñÿ êàê
f(a) äëÿ ëþáîãî a ∈ π∼(a). Ïîñêîëüêó
îòíîøåíèå ∼ ñîâìåñòèìî ñ f, ýòî îïðå-
äåëåíèå êîððåêòíî � çíà÷åíèÿ f ðàâíû
äëÿ âñåõ ïðåäñòàâèòåëåé îäíîãî êëàññà
ýêâèâàëåíòíîñòè.

Êðîìå òîãî, ∀a, b ∈ X−∀x ∈ Xa ∼ b ⇒
a ∪ {x} ∼ b ∪ {x}.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ∀c ∈ X−f(a ∪
c) = f(b∪ c), òî è ∀c ∈ X−f(a∪ {x} ∪
c) = f(b ∪ {x} ∪ c).

Çíà÷èò, äëÿ ïðîåêöèè π∼ âûïîëíåí êðè-
òåðèé àãðåãàòíîñòè: ∀a, b ∈ X−∀x ∈

X(π∼(a) = π∼(b) ⇔ a ∼ b) ⇒ (a ∪ {x} ∼
b ∪ {x} ⇔ π∼(a ∪ {x}) = π∼(b ∪ {x})).

Ò.å., π∼ : X− → X−/ ∼ óäîâëåòâî-
ðÿåò îïðåäåëåíèþ àãðåãàòíîãî ðàñøèðåíèÿ
ôóíêöèè f.

Òåïåðü âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ
g′ : X− → C, ÿâëÿþùóþñÿ àãðåãàòíûì
ðàñøèðåíèåì ôóíêöèè f.

Ïî îïðåäåëåíèþ ðàñøèðåíèÿ
∃h′ : C → A∀a ∈ X−f(a) = h′(g′(a)).

Ïîêàæåì, ÷òî ∀a, b ∈ X−g′(a) = g′(b) ⇒
a ∼ b.

Ïîñêîëüêó g′ � àãðåãàòíàÿ ôóíêöèÿ, òî
g′(a) = g′(b) ⇒ ∀c ∈ X−g′(a ∪ c) =
g′(b ∪ c).

Èç f = h′g′ ñëåäóåò, ÷òî g′(a) = g′(b)⇒
f(a) = f(b).

Ïîýòîìó g′(a) = g′(b)⇒ ∀c ∈ X−g′(a ∪
c) = g′(b ∪ c) ⇒ ∀c ∈ X−f(a ∪ c) =
f(b ∪ c)⇒ a ∼ b.

Çíà÷èò, ∀a, b ∈ X−g′(a) = g′(b) ⇒ a ∼ b ⇒
π ∼ (a) = π ∼ (b). Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî
îïðåäåëèòü ôóíêöèþ i : g′(X−)→ X−/ ∼
òàê, ÷òî i(g′(a)) = π ∼ (a). Îïðåäåëåíèå
êîððåêòíî, ïîñêîëüêó, êàê òîëüêî ÷òî ïî-
êàçàíî, çíà÷åíèå π ∼ (a) íå çàâèñèò îò âû-
áîðà êîíêðåòíîãî a, åñëè ñîõðàíÿåòñÿ çíà-
÷åíèå g′(a).

Òàêèì îáðàçîì, π ∼ ÿâëÿåòñÿ àãðåãàòíûì
ðàñøèðåíèåì f, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ëþáîìó àã-
ðåãàòíîìó ðàñøèðåíèþ f, êðîìå òîãî, îáðà-
çîì π ∼ ÿâëÿåòñÿ âñå ìíîæåñòâî X−/ ∼ .
Çíà÷èò, π ∼ óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ
ìèíèìàëüíîãî àãðåãàòíîãî ðàñøèðåíèÿ f.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Çàìå÷àíèå 4.5: Ïðèìåðû ìèíèìàëüíîãî àãðå-

ãàòíîãî ðàñøèðåíèÿ (πi � ïðîåêöèÿ êîðòåæà íà
i-ûé êîìïîíåíò). Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî:

• äëÿ ôóíêöèè âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåãî àðèô-
ìåòè÷åñêîãî
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f(a1, . . . , an) = (a1 + · · · + an)/n ìèíè-
ìàëüíûì àãðåãàòíûì ðàñøèðåíèåì ÿâëÿåò-
ñÿ g(a1, . . . , an) = (a1 + · · ·+ an, n);
f = π1g / π2g;

• äëÿ ôóíêöèè âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåãî ãåîìåò-
ðè÷åñêîãî
f(a1, . . . , an) = n√(a1 · . . . · an) ìèíè-
ìàëüíûì àãðåãàòíûì ðàñøèðåíèåì ÿâëÿåò-
ñÿ g(a1, . . . , an) = (a1 · . . . · an, n);
f =π2g

√
π1g;

• äëÿ ôóíêöèè âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåãî êâàäðà-
òè÷íîãî
f(a1, . . . , an) =

√
((a2

1 + · · ·+ a2
n)/n) ìèíè-

ìàëüíûì àãðåãàòíûì ðàñøèðåíèåì ÿâëÿåò-
ñÿ g(a1, . . . , an) = (a2

1 + · · ·+ a2
n, n);

f =
√
(π1g / π2g).

Èòàê, êàæäóþ ôóíêöèþ f : X− ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå f(a) = h(g(a)) è
∀b, c ∈ X−g(b ∪ c) = e(g(b), g(c)). Ðàçáè-
åíèåì ìóëüòèìíîæåñòâà b ∈ X− íàçûâàåòñÿ
íàáîð b1, . . . , br åãî ïîäìíîæåñòâ, îáúåäèíåíèå
êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ b: b = b1 ∪ · · · ∪ br. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî çàäàíî âëîæåííîå ðàçáèåíèå

ìóëüòèìíîæåñòâà b ∈ X−, åñëè çàäàíî åãî
ðàçáèåíèå b1, . . . , br, è äëÿ êàæäîãî íå ñèíãëå-
òîííîãî (ñîäåðæàùåãî áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà)
ìóëüòèìíîæåñòâà bi òàêæå çàäàíî âëîæåííîå
ðàçáèåíèå. Òîãäà, åñëè çàäàíî âëîæåííîå ðàçáè-
åíèå ìóëüòèìíîæåñòâà a ∈ X−, òî âû÷èñëåíèå
ôóíêöèè f(a) ìîæíî âûïîëíèòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ñíà÷àëà âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ g(x)
äëÿ êàæäîãî x ∈ a (áåç ó÷¼òà êðàòíîñòè). Äàëåå,
ó÷èòûâàÿ çàìå÷àíèå 4.1, äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà
b = b1 ∪ · · · ∪ br âëîæåííîãî ðàçáèåíèÿ âû÷èñ-
ëÿåòñÿ çíà÷åíèå g(b) = er(g(b1), . . . , g(br)).
Ïðè ýòîì ñàìà ôóíêöèÿ er ìîæåò âû÷èñ-
ëÿòüñÿ èòåðàòèâíî ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè
e: äëÿ r > 2 èìååì er(g(b1), . . . , g(br)) =
e(er − 1(g(b1), . . . , g(br−1)), g(br)). Ïîñëå òîãî,
êàê áóäåò ïîëó÷åíî çíà÷åíèå g(a), âû÷èñëÿåòñÿ
èñêîìûé ðåçóëüòàò f(a) = h(g(a)).

5. ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ ÏÓËÜÑÀÖÈÈ
È ÎÖÅÍÊÀ ÂÐÅÌÅÍÈ ÅÃÎ ÐÀÁÎÒÛ

Àëãîðèòì ïóëüñàöèè ïðåäíàçíà÷åí äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ çíà÷åíèÿ çàäàííîé ôóíêöèè f îò ìóëü-
òèìíîæåñòâà a ∈ X− çíà÷åíèé, çàïèñàííûõ â

âåðøèíàõ ãðàôà. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
â êàæäîé âåðøèíå i çàïèñàíî çíà÷åíèå x(i) ñ
åäèíè÷íîé êðàòíîñòüþ. Àëãîðèòì ïóëüñàöèè èñ-
ïîëüçóåò ðàçìåòêó ãðàôà, îñòàâëåííóþ îïèñàí-
íûì âûøå àëãîðèòìîì îáõîäà. Ýòà ðàçìåòêà
âêëþ÷àåò ïðÿìîé è îáðàòíûé îñòîâû ãðàôà: â
êàæäîé âåðøèíå îòìå÷åíû ïðÿìûå äóãè è (åñëè
ýòî íå êîðåíü) îäíà îáðàòíàÿ äóãà. Êðîìå òîãî, â
êàæäîé âåðøèíå óñòàíîâëåíî çíà÷åíèå ñ÷¼ò÷èêà
âõîäÿùèõ îáðàòíûõ äóã.

5.1. Îïèñàíèå àëãîðèòìà ïóëüñàöèè

Àëãîðèòì ïóëüñàöèè èñïîëüçóåò äâà òèïà ñî-
îáùåíèé: Âîïðîñ è Îòâåò . Ñíà÷àëà â àâòî-
ìàò êîðíÿ ïîñòóïàåò èçâíå ñîîáùåíèå Âîïðîñ,
ñîäåðæàùåå óêàçàíèå íà òðè ôóíêöèè: h, e è g.
Ïîñëå çàâåðøåíèÿ àëãîðèòìà êîðåíü ïîñûëàåò
âîâíå ñîîáùåíèå Îòâåò ñ ïàðàìåòðîì f(a).
Ñîîáùåíèå Âîïðîñ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ îò êîð-

íÿ êî âñåì âåðøèíàì ïî ïðÿìîìó îñòîâó. Ïîëó-
÷èâ ýòî ñîîáùåíèå, êîðåíü çàïîìèíàåò ïàðàìåò-
ðû h, e è g è ïîñûëàåò ñîîáùåíèå Âîïðîñ ïî
êàæäîé âûõîäÿùåé ïðÿìîé äóãå ñ ïàðàìåòðàìè
e è g. Òàêæå êàæäàÿ íåêîðíåâàÿ âåðøèíà, ïîëó-
÷èâ ñîîáùåíèå Âîïðîñ, çàïîìèíàåò ïàðàìåòðû
e è g è ïåðåñûëàåò Âîïðîñ äàëåå ïî êàæäîé âû-
õîäÿùåé ïðÿìîé äóãå.
Ñîîáùåíèå Îòâåò ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ îò âñåõ

âåðøèí ê êîðíþ ïî îáðàòíîìó îñòîâó. Îáðàòíûé
îñòîâ çàäà¼ò âëîæåííîå ðàçáèåíèå ìóëüòèìíîæå-
ñòâà a.
Ëèñòîâàÿ âåðøèíà i îáðàòíîãî îñòîâà (â ýòîé

âåðøèíå ñ÷¼ò÷èê âõîäÿùèõ îáðàòíûõ äóã ðàâåí
íóëþ) ïðè ïîëó÷åíèè ñîîáùåíèÿ Âîïðîñ âû÷èñ-
ëÿåò g(x(i)) è ïîñûëàåò åãî êàê ïàðàìåòð ñîîá-
ùåíèÿ Îòâåò ïî îáðàòíîé äóãå.
Âíóòðåííåé (íå ëèñòîâîé) âåðøèíå i îáðàòíî-

ãî îñòîâà ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíò bi = bi1∪· · ·∪bir
âëîæåííîãî ðàçáèåíèÿ, ãäå r − 1 ðàâíî ÷èñëó
âõîäÿùèõ â ýòó âåðøèíó îáðàòíûõ äóã. Çàäà-
÷à ýòîé âåðøèíû � âû÷èñëèòü çíà÷åíèå g(bi),
ïðè ýòîì äëÿ j = 1 . . . r − 1 çíà÷åíèå g(bij) áó-
äåò ïîëó÷åíî ïî j-îé âõîäÿùåé îáðàòíîé äóãå, à
bir = g(x(i)). Ïîëó÷èâ ñîîáùåíèåÂîïðîñ, àâòî-
ìàò òàêîé âåðøèíû âû÷èñëÿåò g(x(i)) è çàïîìè-
íàåò åãî êàê ïðîìåæóòî÷íûé ðåçóëüòàò y(i),
à ñ÷¼ò÷èê âõîäÿùèõ îáðàòíûõ äóã êîïèðóåò â
ñ÷¼ò÷èê îòâåòîâ. Äàëåå ïðè ïîëó÷åíèè ñîîá-
ùåíèÿ Îòâåò ïî âõîäÿùåé îáðàòíîé äóãå j ñ
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ïàðàìåòðîì g(bij), èçìåíÿåòñÿ ïðîìåæóòî÷íûé

ðåçóëüòàò y(i) := e(g(bij), y(i)), à ñ÷¼ò÷èê îò-
âåòîâ óìåíüøàåòñÿ íà 1.
Åñëè âåðøèíà i íå êîðåíü, òî ïðè îáíóëåíèè

ñ÷¼ò÷èêà îòâåòîâ ïî âûõîäÿùåé îáðàòíîé äó-
ãå ïîñûëàåòñÿ ñîîáùåíèå Îòâåò ñ ïàðàìåòðîì
y(i) = g(bi). Åñëè âåðøèíà i êîðåíü, òî ïðè îáíó-
ëåíèè ñ÷¼ò÷èêà îòâåòîâ âû÷èñëÿåòñÿ îêîí÷à-
òåëüíîå çíà÷åíèå f(a) = h(y(i)) è ïîñûëàåòñÿ
âîâíå êàê ïàðàìåòð ñîîáùåíèÿ Îòâåò .

5.2. Îöåíêà âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà

ïóëüñàöèè

Ìû âñåãäà ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñîîáùåíèÿ ïî-
ñûëàþòñÿ èç âåðøèíû â ïîðÿäêå óìåíüøåíèÿ èõ
ïðèîðèòåòîâ: 1) Âîïðîñ, 2) Îòâåò .
ÑîîáùåíèÿÂîïðîñ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ïî ïðÿ-

ìîìó îñòîâó, ïðè÷¼ì êàæäîå ñîîáùåíèå ïðîõî-
äèò ïóòü äëèíîé íå áîëåå D. Îäíîâðåìåííî ñ ñî-
îáùåíèÿìè Âîïðîñ ìîãóò ïåðåñûëàòüñÿ òîëüêî
ñîîáùåíèÿ Îòâåò , ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ ïî îá-
ðàòíûì äóãàì, à íåêîòîðûå äóãè ìîãóò áûòü êàê
ïðÿìûìè, òàê è îáðàòíûìè. Ïîýòîìó ñîîáùåíèå
Âîïðîñ ìîæåò îæèäàòü â âåðøèíå îñâîáîæäå-
íèÿ äóãè, çàíÿòîé ñîîáùåíèåì Îòâåò . Îäíàêî,
ïîñêîëüêó Âîïðîñ ïðèîðèòåòíåå Îòâåòà , âðå-
ìÿ îæèäàíèÿ íå ïðåâûøàåò 1 òàêò. Òåì ñàìûì,
âðåìÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âñåõ ñîîáùåíèé Âîïðîñ
íå ïðåâûøàåò 2D òàêòîâ.
Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ñîîáùåíèé Îòâåò ïî-

ñëå òîãî, êàê ïåðåñòàëè ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ âñå ñî-
îáùåíèÿ Âîïðîñ. Êàæäîå ñîîáùåíèå Îòâåò
äâèãàåòñÿ ïî îáðàòíûì äóãàì äî êîðíÿ è, òåì ñà-
ìûì, ïðîõîäèò ïóòü äëèíîé íå áîëååD.Ïîñêîëü-
êó ñîîáùåíèÿ Îòâåò �ñóììèðóþòñÿ� â êàæäîé
âåðøèíå i â âèäå ïðîìåæóòî÷íîãî ðåçóëüòàòà

y(i), à ñîîáùåíèé äðóãèõ òèïîâ íåò, âðåìÿ ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ âñåõ ñîîáùåíèé Îòâåò íå ïðå-
âûøàåò D òàêòîâ.
Èòàê, âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ïóëüñàöèè íå

ïðåâûøàåò 3D = O(D).

6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Àëãîðèòì ïóëüñàöèè íå òîëüêî âû÷èñëÿåò çíà-
÷åíèå ôóíêöèè f(a), ãäå a � ìóëüòèìíîæåñòâî
çíà÷åíèé, çàïèñàííûõ â âåðøèíàõ ãðàôà, íî è
ìåíÿåò ñîñòîÿíèå àâòîìàòîâ âåðøèí: â êàæäîé
âåðøèíå i îñòà¼òñÿ â êà÷åñòâå ïðîìåæóòî÷íîãî

ðåçóëüòàòà çíà÷åíèå g(bi), ãäå bi � ìóëüòèìíî-
æåñòâî çíà÷åíèé, çàïèñàííûõ â âåðøèíàõ ìàê-
ñèìàëüíîãî ïîääåðåâà îáðàòíîãî îñòîâà ñ êîð-
íåì â âåðøèíå i. Ïîíÿòíî, ÷òî àëãîðèòì ïóëüñà-
öèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ óñòàíîâêè àâòîìà-
òîâ âåðøèí è â êàêèå-òî äðóãèå, íàïðèìåð, îäè-
íàêîâûå ñîñòîÿíèÿ.
Òàêæå ìîæíî ïîñòàâèòü çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ

ôóíêöèè íå îò ìóëüòèìíîæåñòâà, à îò ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè çíà÷åíèé, çàïèñàííûõ â âåðøèíàõ
ãðàôà. Äëÿ ýòîãî íóæíî çàäàòü êàêîé-òî ëèíåé-
íûé ïîðÿäîê âåðøèí. Â òî æå âðåìÿ ó íàñ óæå
åñòü íóìåðàöèÿ äóã, âûõîäÿùèõ èç êàæäîé âåð-
øèíû. Òàêàÿ íóìåðàöèÿ çàäà¼ò åñòåñòâåííûé ÷à-
ñòè÷íûé ïîðÿäîê âåðøèí â âèäå ïðÿìîãî îñòîâà.
Òàêîé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ìîæåò èñïîëüçîâàòü-
ñÿ êàê îñíîâà ñîîòâåòñòâóþùåãî ëèíåéíîãî ïî-
ðÿäêà. Íî ìîæíî ïîñòàâèòü çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ
ôóíêöèè ñ ó÷¼òîì íå ëèíåéíîãî, à ýòîãî åñòå-
ñòâåííîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà. Ïîñëåäíåå îçíà-
÷àåò, ÷òî çíà÷åíèå ôóíêöèè ìîæåò çàâèñåòü îò
ïîðÿäêà çíà÷åíèé â âåðøèíàõ, êîòîðûå ñðàâíè-
ìû ïî ÷àñòè÷íîìó ïîðÿäêó, íî íå äîëæíî çàâè-
ñåòü îò ïîðÿäêà çíà÷åíèé â âåðøèíàõ, êîòîðûå
íå ñðàâíèìû ïî ÷àñòè÷íîìó ïîðÿäêó.
Îäíàêî, âî-ïåðâûõ, îïèñàííûé âûøå àëãîðèòì

îáõîäà ñòðîèò íå îáÿçàòåëüíî òîò ïðÿìîé îñòîâ,
êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ íóìåðàöèåé äóã, à, âî-
âòîðûõ, àëãîðèòì ïóëüñàöèè ïðîèçâîäèò âû÷èñ-
ëåíèÿ íå ïî ïðÿìîìó, à ïî îáðàòíîìó îñòîâó. Â
ýòîì è ñîñòîèò ïðîáëåìà ðàçðàáîòêè àëãîðèòìà
âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè ïðè çàäàííîì ÷àñòè÷íîì
èëè ëèíåéíîì ïîðÿäêå âåðøèí ãðàôà. Ðåøåíèå
ýòîé ïðîáëåìû ìîæåò áûòü òåìîé áóäóùèõ èñ-
ñëåäîâàíèé.
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