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Аннотация

Кластерная структура является одной из главных
особенностей социальных графов. Несмотря на боль-
шое количество алгоритмов ее выявления, существу-
ет необходимость определения области их эффектив-
ной применимости при различных значениях конфи-
гурационных параметров сети. В этой статье основ-
ное внимание уделено степени пересечения кластеров.
Выполнено тестирование как наиболее современных
методов нечеткой кластеризации, так и обобщенных
классических подходов. В зависимости от величины
пересечения сделан вывод о применимости отдельных
классов алгоритмов с общей методикой и их предста-
вителей.

Ключевые слова: Кластеризация, социальные сети, выяв-
ление сообществ, community detection

Введение
Сети являются естественным представлением различных слож-
ных систем в обществе, биологии, технике и других областях.
Множество сетей характеризуются мезоскопическим уров-
нем организации внутри групп узлов, образующих единицы
с большим количеством связей. Такие единицы называются
кластерами (сообществами или модулями).

В последние годы внимание данной области исследова-
ний сфокусировано на социальных и естественных сетях, для
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обнаружения внутренней структуры которых не применимы
классические алгоритмы кластеризации.

Можно привести несколько вариантов полезной инфор-
мации, полученной на основании разбиения сети на сооб-
щества: обнаружение функциональных единиц системы, вы-
явление сходства между вершинами из одного сообщества,
вершины в одном сообществе могут классифицироваться в
соответствии с их позицией (лидеры, связывающие и т.д.),
удобный способ визуализации системы, определение атрибу-
тов вершин на основании общих атрибутов сообществ, вклю-
чающих данные вершины [1].

Рассмотрим некоторые особенности структуры социаль-
ных сетей, которые требуется учитывать при выборе алго-
ритма кластеризации:

1. Вершина может находиться одновременно в несколь-
ких сообществах с разной степенью принадлежности (fuzzy
clusters) [2-10,24]

2. Сообщества могут иметь иерархическую структуру
[4,6,8,11,22,24], что требуется для эффективного управления
в масштабных организациях, а наличие таковой подчерки-
вает стабильность системы [12]

3. Помимо того, высокая плотность ребер не всегда сви-
детельствует о наличии кластера. Поэтому для отсечения
“псевдосообществ” вычисляется вероятность реализации кон-
кретной конфигурации подграфа (“статистическая зна-
чимость”) в предположении истинности гипотезы случайно-
го распределения ребер (при заданных значениях степеней
вершин) [5,9,13].

4. В некоторых случаях (например при определении ат-
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рибутов вершин) необходимо присвоить вершинам и ребрам
несколько параметров [1,2,14]. При этом в большинстве
своем в настоящее время алгоритмы принимают на вход лишь
1 параметр - веса ребер.

5. Также может дополнительно ставиться задача изуче-
ния динамики сообществ в сети [15].

В данной статье внимание акцентируется на выявле-
нии пересекающихся сообществ в сетях больших размеров
(n =108,m ∼ n ) с высоким коэффициентом пересечения
(r ∼ 10). Где P-множество сообществG = (E, V ),m = |E|, n =
|V |, r =

∑
|P i|/n. Приводиться несколько современных ал-

горитмов, которым изначально присуща возможность вы-
явления указанных сообществ. Помимо того, предлагается
несколько вариантов обобщения классических алгоритмов
на случай графов с пересекающимися кластерами. Целью
же данного исследования является выявление наиболее ре-
левантных методов нечеткой (пересекающейся) кластериза-
ции и способов оценки качества разбиения графа.

Обзор методов выявления сообществ

1 Модель случайного графа (null model)
В методах данного класса заданная конфигурация ребер срав-
нивается с равномерным их распределением для каждой вер-
шины графа. При этом степени вершин случайного графа в
большинстве случаев считаются известными параметрами.
Классическим вариантом здесь является максимизация це-
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левой функции modularity и ее модификаций [16-21], ха-
рактеризующей суммарную разность количества ребер в со-
обществе и их математического ожидания:

Q = 1
2m

∑
c∈P

∑
i,j∈c

[Aij − Pr(Aij = 1)]

P - множество сообществ, A-матрица инцидентности.
Аналогично вместо ребер можно брать во внимание коли-

чество треугольников в сообществе, считая связи между вер-
шинами слабыми, если они не являются ребрами треуголь-
ника [8,20].

Изначально modularity вводилась для характеристики непе-
ресекающихся разбиений, но существуют ее обобщения и на
случай пересекающихся сообществ [17,21]. Помимо то-
го, стоит упомянуть ее квантовомеханическую модифика-
цию [18,19], позволяющую улучшить разрешающий пре-
дел и придающую ей энергетический смысл системы вершин
с различными спиновыми значениями (spinglass [19]).

Более общим методом является обнаружение ”значимых”
кластеров, имеющих малую вероятность конфигурации в пред-
положении истинности гипотезы случайного графа. (oslom,
moses) [5,9]

2 Блуждания (random walk)
infomap[10,22]: В данном случае граф разбивается таким
образом, чтобы минимизировать длину описания случайного
блуждания в данном графе. Одной из оценочных функций
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для ожидаемой длины кода является энтропия, широко ис-
пользуемая в различных разделах теории информации. Ис-
ходя из этого в [22] предлагается в качестве оценочной рас-
сматривать следующую функцию:

L(P ) = qH(Q) +
∑
i

piH(Pi)

где q-вероятность перехода в другой модуль, pi- доля пе-
реходов внутри i-го модуля, H(Q)-энтропия названий моду-
лей, H(P i)-энтропия названий вершин внутри модуля.

walktrap[23]: Здесь формирование сообществ происхо-
дит на основе следующего утверждения: Пусть вершины i , j
принадлежат одному кластеру, тогда Pr(k|i,t) ≈ Pr(k|j,t) для
всех k ∈ V , где Pr - матрица перехода.

betweenness[9]: Введение меры “промежуточности” на
множестве ребер (чем больше проходов по ребру при слу-
чайном блуждании, тем больше величина меры). Ребра с
большой “промежуточностью” естественно считать внекла-
стерными (conga, GN) [3].

3 Локальный анализ подграфов
При локальном изучении и формировании кластера (без уче-
та структуры остальной части графа) обычно рассматрива-
ется отношение количества внутренних ребер и треугольни-
ков к внешнему и максимально возможному их числу (cohesion
[8]) . Также сообщества могут формироваться на основании
схожести с полным графом или набором связанных клик
различного размера (CFinder, GCE) [7]. Помимо того, для
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локальной характеристики похожести подграфа на сообще-
ство может быть использована упомянутая выше “стати-
стическая значимость”. Существует также набор методов
из данного раздела, позволяющих независимо выделять под-
графы с высокой величиной влияния вершин внутри себя
(moduland [6]). Для данного класса методов свойственно
естественное выделение пересекающихся сообществ, но воз-
никают трудности с последующим формированием конечно-
го разбиения всего графа.

4 Введение координат
Еще одним изящным подходом является присвоение коорди-
нат вершинам в графе [26], которыми являются компоненты
собственных векторов нормированной матрицы Лапласа L.
Данный способ кластеризации является крайне полезным,
если требуется использовать уже известные атрибуты вер-
шин.

Подытоживая обзор, можно выделить методы spinglass,
infomap, wolktrap обладающие наиболее высокими показа-
телями Normalized Mutual Information [24] (для случая
непересекающихся сообществ) при относительно неболь-
шом времени работы и возможностью параллельного испол-
нения [25].
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Способы обобщения на случай пересе-
кающихся сообществ

1 Статическое
Используя меру betweenness на множестве вершин, можно
каждую вершину с высоким значением меры разделить на
две, соединенные ребром (toolteep [3]). Альтернативный ва-
риант - генерация линейных графов(ребра переходят в вер-
шины, а вершины в ноль или несколько ребер) и последую-
щая кластеризация ребер [4].

2 Динамическое
Вводя коэффициенты принадлежности для вершин (вероят-
ности нахождения в каждом из сообществ), в процессе рабо-
ты алгоритма относят вершину одновременно к нескольким
кластерам. Как ориентир для коэффициента принадлежно-
сти могут быть использованы следующие величины:

Индивидуальный вклад в прирост целевой функции:

Pr(Vi ∈ Pk) ∼ Q(Vi ∈ Pk)−Q(Pk\Vi) = 4Qik

Вероятность нахождения на определенном энергетическом
уровне:

Pr(Vi ∈ Pk) = e−βQ(Vi∈Pk)/
∑
S

e−βQ(Vi∈PS)

Q - целевая функция, β-величина, обратно пропорцио-
нальная коэффициенту пересечения.
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Интересно заметить, что введение коэффициентов при-
надлежности часто улучшает разбиение на непересекающи-
еся сообщества. Основная идея здесь в том, что задавая ве-
роятностей переходов вершины в другие сообщества (остава-
ясь с определенной вероятностью в исходном) мы “сообща-
ем” другим вершинам тактику ее поведения. Т.о. для зада-
ния коэффициентов в этом случае может быть использовано
следующее выражение:

Pr(Vi ∈ Pk) ∼ 4Qik −min
h

(4Qih), Vi ∈ Ph
Pr(Vi ∈ Phmax) ∼ 0.1

Способы реализации
1)Алгоритм жадной оптимизации целевой функции (исполь-
зуется большинством из упомянутых выше алгоритмов): Из-
начально каждая вершина является сообществом. Далее на
каждом шаге каждая вершина выбирает к каким сообще-
ствам присоединиться, сравнивая величины прироста целе-
вой функции. Завершающей стадией является объединение
сформировавшихся модулей, с большим числом связей.

2) Метод центральных вершин [2]: Задается несколько
центральных вершин, к которым постепенно присоединяют-
ся остальные, выбирая наиболее “близкий” кластер.

3) Рекурсивное разбиение исходного графа на две и более
частей [16]. Вначале вершины разбиваются случайным обра-
зом. Затем перемещаются в первую очередь те, которые
дают максимальный прирост целевой функции.
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4) В случае применения локальной оптимизации предла-
гается следующая схема [9]:

Однокластерный анализ 7→ Проверка внутренней структуры 7→
Объединение кластеров 7→ Вычисление коэфф. принадлежности.

Тестирование
Здесь в качестве генератора сетей с пересекающейся кла-
стерной структурой используется LFR benchmark алгоритм
[9]. С целью исследования работы алгоритмов при различ-
ной величине пересечения сообществ были сгенерированы
два множества тестовых графов с предопределенным раз-
биением. В качестве параметров указанному генерарору пе-
редавались следующие величины: n - число вершин, k - сре-
рнее значение степени вершины, kmax - максимальное значе-
ние степени вершины, |Pi| - количество вершин в кластере,
τ1 - значение экспоненты степенного распределения степе-
ни вершин, τ2 - значение экспоненты степенного распределе-
ния |Pi|, µ - усредненная нормированная степень вершины
внутри родительского сообщества, on - число вершин, при-
надлежащих более чем одному сообществу, om - количество
сообществ, содержащих фиксированную вершину. Парамет-
ры графов из первого множества отличаются значением om,
из второго - значением on.

Для сравнения полученных разными методами разбие-
ний (Рис1: fig1, fig2) будем использовать меру Normalized
Mutual Information (Inorm) [24], базирующуюся на сле-
дующем предложении: если два разбиения графа похожи, то
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требуется относительно небольшое количество информации
для получения первого разбиения при известном втором.

I(X,Y ) = H(X)−H(X|Y )

Inorm(X,Y ) = 2I(X,Y )
H(X)+H(Y )

Где H - энтропия Шеннона.
В дополнение, для разбиений графов из первого множе-

ства (Рис1: fig3) будем вычислять обобщенную на случай
нечеткой кластеризации функцию Modularity.
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Рис.1: Тестирование алгоритмов нечеткой кластеризации.
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fig1,fig3: n = 2000, k = 15om, kmax = 45om, |Pi| ∈ [15, 60], τ1 =
2, τ2 = 0, µ = 0.2, on ∈ {0, 1000, 2000}, om ∈ {1, 1.5, 2, 3, ..., 9, 10}

fig2: n = 1000, k = 20, kmax = 50, |Pi| ∈ [20, 100], τ1 = 2, τ2 = 1, µ =
0.3, on ∈ {0, 200, 400, ..., 1000}, om = 2

По результатам экспериментов выявления сообществ с
разной величиной пересечения можно заключить, что для
случая значительного пересечения может быть эффек-
тивно применено лишь несколько методов - oslom [9],moses
[5], gce [7], которые представляют класс локальной опти-
мизации. В частности первые два свидетельствуют об эф-
фективности использования ”статистической значимости” в
качестве индивидуальной(локальной) характеристики выра-
женной кластерной структуры. Также стоит отметить ре-
зультативность подхода пересекающейся кластеризации ре-
бер [4], который может быть применен для сетей средних и
малых размеров. Для больших сетей с незначительным пере-
сечением могут быть использованы методы, имеющие слож-
ность не более O(nα) α ∈ [1, 2] - fuzzy infomap [10], gce [7],
fuzzy spinglass [18].

Помимо того, анализируя графики значений Modularity
(fig3), следует подчеркнуть расхождение в оценке качества
разбиения с Inorm при увеличении on. Откуда следует, что
Modularity дает объективную оценку разбиения только при
небольших значениях коэффициента пересечения r.
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Заключение
В итоге, в данном исследовании было указано несколько ос-
новных свойств социальных и естественных графов, прове-
дено разбиение алгоритмов на четыре класса. Также пред-
ложено несколько различных типов их обобщения на случай
пересекающихся сообществ и приведены основные варианты
их реализации. Из результатов тестирования на искусствен-
но сгенерированных сетях выявлена применимость наиболее
современных методов при различных конфигурациях графа.

Возможными направлениями дальнейшей работы явля-
ется продолжение изучения слабых и сильных сторон приве-
денных классов алгоритмов в зависимости от свойств графа
и поставленных целей. При этом во внимание будут прини-
маться все отмеченные в начале статьи особенности социаль-
ных графов. В частности, довольно значимыми являются за-
дача выявления иерархической структуры, методов ее оцен-
ки, а также кластеризация графов с атрибутами (ordered
graphs [14]) на множестве вершин и ребер - что являет-
ся первостепенной задачей для предсказания неизвестных
атрибутов. Вследствие аккумуляцией результатов проведен-
ных исследований может быть обучающийся анализатор гра-
фов, определяющий на каких частях графа (отличающихся,
например, величиной пересечения сообществ) может быть
эффективно применен конкретный метод.
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